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En este trabajo presentamos un esquema numérico de la ecuación del bosón de Higgs en 

el espacio de De Sitter. Una de sus principales características es su forma variacional, lo cual 

se traduce en la modelación de la energía asociada al caso continuo. La ecuación 

mostrada en este trabajo es una generalización que contempla un potencial y un 

coeficiente de difusión dependiente del tiempo. El esquema propuesto es un método 

implícito consistente, estable y convergente al sistema continuo. Los resultados de dicho 

esquema son mostrados y discutidos para mostrar su eficiencia y severidad, todo de 

acuerdo con los resultados teóricos. 

Palabras clave: bosón de Higgs; espacio de De Sitter; radialmente simétrico; estabilidad; 

convergencia; esquema de diferencias finitas. 

 

In this work, we present a numerical scheme of the Higgs Boson equation in De Sitter space. 

One of its main characteristics is its variational form, which translates into the modeling of the 

energy associated with the continuous case. The equation shown in this work is a 

generalization that contemplates a potential and a time-dependent diffusion coefficient. 

RESUMEN 

ABSTRACT 

1 

mailto:lfperez@correo.uaa.mx
mailto:jemacias@correo.uaa.mx
https://orcid.org/0000-0002-3968-2964
https://orcid.org/0000-0002-7580-7533
mailto:jaguerrero@correo.uaa.mx
https://orcid.org/0000-0002-1804-279X
https://orcid.org/0000-0002-7484-2097


Investigación y Ciencia de la Universidad Autónoma de 

Aguascalientes, 30(87), septiembre-diciembre 2022, e3742.  

-Artículos de Investigación- 

issn 1665-4412, e-issn 2521-9758 

Muñoz-Pérez, L. F., Macías-Díaz, J. E., 

Guerrero-Díaz de León, J. A., 

& Muñoz-Zavala, A. E. 

 
 
The proposed scheme is an implicit, consistent, stable and convergent method to the 

continuous system. The results of this scheme are shown and discussed to show its efficiency 

and severity, all following the theoretical results. 

Keywords: Higgs boson; De Sitter space; radially symmetric; stability; convergence; finite 

difference scheme. 

 

 

La ecuación del bosón de Higgs es un sistema fundamental en la unificación de varias 

teorías en física. De hecho, la ecuación del bosón de Higgs en el espacio-tiempo de 

Minkowski y de De Sitter se emplea para unificar las teorías sobre interacciones débiles, 

fuertes y electromagnéticas según Weinberg (1995). Desde la publicación en el informe de 

ATLAS Collaboration y Aad et al. (2012) se confirma experimentalmente la existencia del 

bosón de Higgs, este modelo ha sido estudiado extensamente principalmente desde el 

punto de vista físico. De hecho, hay muchos estudios físicos que se centran en la 

investigación fenomenológica del bosón de Higgs; tal es el caso de Carena y Haber (2003) 

y Ellis, Gaillard y Nanopoulos (1991). 

 Por otro lado, Bezrukov y Shaposhnikov (2008) realizan avances teóricos referentes al 

modelo estándar de física de partículas. Además, la investigación de la masa de esta 

partícula también es un tema activo de investigación, como lo demuestran The CMS 

Collaboration y Sirunyan et al. (2020) en su trabajo sobre la medición de la masa del bosón 

de Higgs en el canal de desintegración del difotón, la conciliación de la teoría del campo 

efectivo y el híbrido.  

 Desde el punto de vista matemático, la investigación de la ecuación del bosón de 

Higgs en el espacio-tiempo de Minkowski y de De Sitter ha demostrado ser una tarea difícil. 

Hay algunos trabajos recientes que investigan el comportamiento de las soluciones globales 

de estos modelos desde un punto de vista riguroso, uno de ellos es Yagdjian (2012), que 

proporciona condiciones suficientes para la existencia de ceros de soluciones globales. 

Además, algunas condiciones para que las soluciones globales sean oscilatorias en el 

tiempo han sido completamente probadas. Sin embargo, hasta donde se sabe, la prueba 

de la existencia de soluciones globales para este modelo sigue siendo un problema abierto 

de investigación en la actualidad. 

 En vista de la falta de un aparato matemáticamente riguroso para dilucidar la 

existencia de soluciones globales en el tiempo de la ecuación del bosón de Higgs en el 

espacio-tiempo de De Sitter, algunos informes han dirigido la atención a la investigación 

numérica de este modelo (Balogh, Banda, & Yagdjian, 2019; Tsuchiya & Nakamura, 2019). 

Sin embargo, vale la pena señalar que la mayoría de esos informes emplean 

discretizaciones de primer orden que se aproximan a ecuaciones diferenciales parciales, 

como los métodos comerciales de Runge-Kutta. Motivados por estas limitaciones los autores 

del presente trabajo han dedicado algunos esfuerzos a proponer y analizar una 

discretización de la ecuación del bosón de Higgs en el espacio-tiempo de De Sitter que 

sean capaces de asemejarse a la estructura hamiltoniana del problema. 

INTRODUCCIÓN 
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 Algunos informes ya están disponibles en la literatura para resolver la ecuación del 

bosón de Higgs en el espacio-tiempo de De Sitter usando discretizaciones hamiltonianas 

(Muñoz-Pérez & Macías-Díaz, 2020; Muñoz-Pérez, Macías-Díaz, & Guerrero, 2020). En el 

presente trabajo se propuso y analizó teóricamente un esquema hamiltoniano de 

diferencias finitas para resolver nuestro modelo matemático en el caso tridimensional. Se 

limitó la atención a la aproximación de soluciones radialmente simétricas, por lo que una 

simplificación conveniente del modelo matemático estuvo a la mano. Una ventaja obvia 

de estudiar soluciones radiales fue que un sistema 1 + 1 - dimensional reducido dio como 

resultado (Strauss & Vazquez, 1978), aunque las soluciones son obviamente válidas para el 

caso tridimensional. Se proporcionaron algunas simulaciones numéricas para mostrar la 

capacidad del esquema para aproximar las soluciones radialmente simétricas de la 

ecuación del bosón de Higgs en el espacio-tiempo de De Sitter, y la presencia de soluciones 

similares a burbujas se mostró en ese contexto. La ventaja de nuestro enfoque es, 

obviamente, la simplicidad de la discretización. Además, el esquema numérico propuesto 

en el presente trabajo tiene una solución única, preserva la disipación de la energía; 

además, es numéricamente consistente, estable y convergente. 

 

 

Para el resto de este trabajo consideramos un dominio espacial abierto y acotado D ⊂ ℝ3, 
y un intervalo temporal [0, T], para algún T > 0. Definimos el dominio del espacio-tiempo Ω =

D × (0, T), y usamos D y Ω para denotar, respectivamente, la cerradura de D y Ω en la 

topología estándar de ℝ4. Sean f: [0, T] → ℝ y F:ℝ → ℝ funciones diferenciables, y 

supongamos que ϕ0, ϕ1: D → ℝ son continuamente diferenciables. Para el trabajo actual 

tomaremos como punto de partida una generalización de la ecuación del bosón de Higgs 

en el espacio de De Sitter 

 
𝜕2𝜙

𝜕𝑡2
(x, t) − 𝑓(𝑡)Δ𝜙(x, t) + 3

𝜕𝜙

𝜕𝑡
(x, t) + 𝐹′(𝜙(x, t)) = 0, ∀(𝑥, 𝑡) ∈ Ω, 

(1) 

  

  

 Las soluciones en forma de burbuja de la ecuación del bosón de Higgs son funciones 

radialmente simétricas. Físicamente este hecho se justifica en parte por el principio 

cosmológico, que supone que el Universo es homogéneo e isotrópico a gran escala. 

Supondremos que 𝐷 es la esfera abierta en ℝ3 tomando al origen como el centro y un radio 

igual a 𝐿 > 0.  

 
∂2ϕ

∂t2
− f(t) (

∂2ϕ

∂r2
+
2

r

∂ϕ

∂r
) + 3

∂ϕ

∂t
+ F′(ϕ) = 0, ∀(r, t) ∈ (0, L) × (0, T). 

(2) 

 

 

 

MATERIALES Y MÉTODOS 
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 Consideremos la transformación 𝜓(𝑟, 𝑡) = 𝑟𝜙(𝑟, 𝑡). Es evidente que 𝜓(0, 𝑡) = 0, para 

cada 𝑡 ∈ [0, 𝑡]. Además, las siguientes identidades se cumplen trivialmente, para cada 0 <
𝑟 < 𝐿: 

 

 

 
1

𝑟

𝜕2𝜓

𝜕𝑡2
=
𝜕2𝜙

𝜕𝑡2
, 

 
1

𝑟

𝜕2𝜓

𝜕𝑟2
=
𝜕2𝜙

𝜕𝑟2
+
2

𝑟

𝜕𝜙

𝜕𝑟
. 

 

 

 Como consecuencia,  

 

 
𝜕2𝜓

𝜕𝑡2
(𝑟, 𝑡) − 𝑓(𝑡)

𝜕2𝜓

𝜕𝑟2
(𝑟, 𝑡) + 3

𝜕𝜓

𝜕𝑡
(𝑟, 𝑡) + 𝑟𝐹′(𝜓(𝑟, 𝑡)/r) = 0, ∀(𝑟, 𝑡) ∈ (0, 𝐿) × [0, 𝑇], 

S.A. {

𝜓(𝑟, 0) = 𝑟𝜙0(𝑟), ∀𝑟 ∈ (0, 𝐿),
𝜕𝜓

𝜕𝑡
(𝑟, 0) = 𝑟𝜙1(𝑟), ∀𝑟 ∈ (0, 𝐿),

𝜓(0, 𝑡) = 𝜓(𝐿, 𝑡) = 0, ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇].

 

(3) 

 

 

 A su vez, la expresión de la energía total para el sistema (3) en términos de la nueva 

función escalar 𝜓 viene dada por el siguiente resultado: 

Teorema 1. Si 𝜙 es una solución radialmente simétrica y 𝜓(𝑟, 𝑡) = 𝑟𝜙(𝑟, 𝑡), para cada (𝑟, 𝑡) ∈

𝛺, entonces la energía total del sistema en el momento 𝑡 ∈ [0, 𝑇] está dada por 

 

 

𝐸(𝑡) = 4𝜋𝑒3𝑡∫ [
1

2
(
𝜕𝜓(𝑟, 𝑡)

𝜕𝑡
) +

3

2

𝜕𝜓(𝑟, 𝑡)

𝜕𝑡
𝜓(𝑟, 𝑡) +

𝑓(𝑡)

2
(
𝜕𝜓(𝑟, 𝑡)

𝜕𝑟
)

2

+ 𝑟2𝐹 (
𝜓(𝑟, 𝑡)

𝑟
)] 𝑑𝑟

𝐿

0

. 
(4) 

 

 

 

 

 A la luz de este teorema, la densidad de energía del modelo (3) en el punto (𝑟, 𝑡) es 

 

 

𝐻(𝑟, 𝑡) = 4𝜋𝑒3𝑡 {
1

2
[
𝜕𝜓(𝑟, 𝑡)

𝜕𝑡
]

2

+
3

2

𝜕𝜓(𝑟, 𝑡)

𝜕𝑡
𝜓(𝑟, 𝑡) +

𝑓(𝑡)

2
[
𝜕𝜓(𝑟, 𝑡)

𝜕𝑟
]

2

+ 𝑟2𝐹 (
𝜓(𝑟, 𝑡)

𝑟
)} 

(5) 

 

 Finalmente, para obtener la expresión para la derivada de la energía del sistema (3) 

en el tiempo 𝑡 derivamos respecto al tiempo la ecuación (4). Estableciendo que 
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𝐸′(𝑡) = 4𝜋𝑒3𝑡∫ [
𝑓′(𝑡)

2
(
𝜕𝜓(𝑟, 𝑡)

𝜕𝑟
)

2

−
3

2
𝑟𝐹′ (

𝜓(𝑟, 𝑡)

𝑟
)𝜓(𝑟, 𝑡) + 3𝑟2𝐹 (

𝜓(𝑟, 𝑡)

𝑟
)] 𝑑𝑟

𝐿

0

. 
(6) 

 Para aproximar numéricamente la solución del modelo (3) sobre el dominio del 

espacio-tiempo Ω, seguiremos un enfoque de diferencias finitas y para M,N ∈ N. Para ello, 

establezcamos una partición regular del intervalo [0, L], de la forma 0 = r0 < r1 < ⋯ < rM = L, 

y de [0, T] de la forma 0 = t0 < t1 < ⋯ < tN = T. Definiendo así la partición espacial y 

temporal, por h = L/M y τ = T/N, respectivamente. Por conveniencia, definimos In =

{0,1, … , n} y In = In ∪ {−1}, para cada n ∈ N. En este trabajo, usamos el símbolo 𝒱ℎ para 

denotar el espacio vectorial real de todas las funciones reales definidas en la malla 

{rj: j ∈ IM}. Para el resto de este manuscrito y a menos que digamos lo contrario, la 

aproximación numérica del valor ψj
n = ψ(rj, tn) se denotará por Ψj

n, por cada (j, n) ∈ IM × IN. 

Además, sea Ψn = (Ψj
n)
j∈IM

∈ 𝒱ℎ, para cada n ∈ IN. 

Definición 1. Si Φ y Ψ son funciones cualesquiera en 𝒱ℎ, entonces definimos por 

componentes la suma, la diferencia, la multiplicación y la división (siempre que tenga 

sentido) de Φ y Ψ. Más concretamente, si * representa cualquiera de esas operaciones, 

definimos (Φ ∗ Ψ)j = Φj ∗ Ψj, para cada j ∈ IM. Además, si G:ℝ → ℝ es cualquier función y Ψ ∈

Vh, entonces también definimos la composición G ∘ Ψ, lo que significa que (G ∘ Ψ)j = G(Ψj), 

para cada j ∈ IM. 

Definición 2 (Operadores temporales discretos). Sea (Ψn)n∈IN cualquier secuencia finita en 

𝒱ℎ. Se definen los operadores discretos  

 

𝛿𝑡  Ψ𝑗
𝑛 =

Ψ𝑗
𝑛+1 −Ψ𝑗

𝑛

𝜏
, ∀(𝑗, 𝑛) ∈ 𝐼�̅� × 𝐼�̅�−1 

 

𝛿𝑡
(1) Ψ𝑗

𝑛 =
Ψ𝑗
𝑛+1 −Ψ𝑗

𝑛−1

𝜏
, ∀(𝑗, 𝑛) ∈ 𝐼�̅� × 𝐼�̅�−1 

 

𝛿𝑡
2 Ψ𝑗

𝑛 =
Ψ𝑗
𝑛+1 − 2Ψ𝑗

𝑛 +Ψ𝑗
𝑛−1

𝜏
, ∀(𝑗, 𝑛) ∈ 𝐼�̅� × 𝐼�̅�−1 

 

 

 Además, si F:ℝ → ℝ es una función diferenciable y (j, n) ∈ IM × IN−1, entonces 

definimos 

 

δΨ,t
(1)F(Ψj

n) = {

F(Ψj
n+1) − F(Ψj

n−1)

Ψj
n+1 −Ψj

n−1 , if Ψj
n+1 ≠ Ψj

n−1,

F′(Ψj
n), Otro caso.
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Definición 3. Sea p ∈ [1,∞). Definimos el producto interno ⟨⋅,⋅⟩: 𝒱ℎ × 𝒱ℎ → ℝ y la norma 

‖⋅‖p: 𝒱ℎ → ℝ, respectivamente, por 

 

⟨Φ,Ψ⟩ = ℎ ∑ ΦjΨj
j∈IM−1

, ∀Φ,Ψ ∈ 𝒱ℎ,   ‖Φ‖p = [h ∑ |Φj|
p

j∈IM−1

]

1/p

, ∀Φ ∈ 𝒱ℎ . 

 

 

Lema 1. Si 𝛷,𝛹 ∈ 𝒱ℎ, entonces  ⟨−𝛿𝑟
2𝛷,𝛹⟩ = ⟨𝛷,−𝛿𝑟

2𝛹⟩ = ⟨𝛿𝑟𝛷, 𝛿𝑟𝛹⟩. Además‖𝛿𝑟𝛷‖2
2 ≤

4ℎ−1‖𝛷‖2
2, ∀𝛷 ∈ 𝒱ℎ. 

 

 

 

 
Figura 1. Plantilla de diferencias directas para la aproximación a la solución exacta del modelo 

matemático (3) en el tiempo 𝑡𝑛, usando el esquema de diferencias finitas (7). Los círculos negros 

representan las aproximaciones conocidas en los tiempos 𝑡𝑛−1 y 𝑡𝑛, mientras que la cruz denota la 

aproximación desconocida en el tiempo 𝑡𝑛+1.  
Elaboración propia. 

 

 

 Sean ϕ0 y ϕ1 condiciones iniciales suaves, y supongamos que f y F son funciones 
diferenciables. El esquema para aproximar las soluciones del modelo diferencial (3) viene 

dado por el sistema de ecuaciones discretas 
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δt
(2)Ψj

n − f(tn)δr
(2)Ψj

n + 3δt
(1)Ψj

n + rjδΨ,t
(1)F(Ψj

n/rj) = 0, ∀(j, n) ∈ IM−1 × IN−1,

sujeto a {

Ψj
0 = rjϕ0(xj), ∀j ∈ IM−1,

δt
(1)Ψj

0 = rjϕ1(xj), ∀j ∈ IM−1,

Ψ0
n = ΨM

n = 0, ∀n ∈ IN−1.

 

(7) 

 

 

 Este esquema es un modelo discreto implícito de tres pasos. En consecuencia, para 

resolver el modelo discreto (7), utilizamos el método de Newton-Raphson para sistemas no 

lineales de ecuaciones algebraicas. 

 

 Por otro lado, tomando n = 0 en la ecuación (7), y usando la condición δt
(1)Ψj

0 =

rjϕ1(xj),  

 

Ψj
1 = rjϕ0(xj) + τrjϕ1(xj) +

τ2

2
f(t0)δr

(2) (rjϕ0(xj)) −
3

2
τ2rjϕ1(xj) 

−𝜏𝑟𝑗

𝐹 (
Ψ𝑗
1

𝑟𝑗
) − 𝐹 (

Ψ𝑗
1

𝑟𝑗
− 2𝜏𝜙1(𝑥𝑗))

4 𝜙1(𝑥𝑗) 
 

 

para todo  𝑗 ∈ 𝐼𝑀−1. Las aproximaciones ficticias en el tiempo t−1 no son empleadas en la 

implementación computacional del método numérico. En la figura 1 se puede observar el 

esquema del método implícito (7). 

 

 

El primer paso es probar la existencia de soluciones del esquema de diferencias finitas (7). 

Para ello, sea Φ ∈ 𝒱ℎ, y suponga que (Ψn)n∈IN es una secuencia finita en 𝒱ℎ. 

Teorema 2 (Existencia de soluciones). Supongamos que existe  K1 ≥ 0 tal que f(t) ≤ K1, para 

todo t ∈ [0, T]. Si F′ ∈ L∞(R), entonces el esquema de diferencias finitas (7) se puede resolver 

para cualquier conjunto de condiciones iniciales. 

 Definamos la aproximación del hamiltoniano  (5)  en el punto (xj, tn)por 

 

 

𝐻𝑗
𝑛 = 4𝜋𝑒3𝑡𝑛 [

1

2
(𝛿𝑡𝛹𝑗

𝑛)2 +
3

2
(𝛿𝑡𝛹𝑗

𝑛)𝜇𝑡𝛹𝑗
𝑛 +

1

2
(𝜇𝑡𝑓(𝑡𝑛))(𝛿𝑟𝛹𝑗

𝑛+1)(𝛿𝑟𝛹𝑗
𝑛) + 𝑟𝑗

2𝜇𝑡𝐹(𝛹𝑗
𝑛/𝑟𝑗)] .  

RESULTADOS 
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 Además, la energía total discreta en el tiempo tn se define como 

 

 

En = 4πe3tn [
1

2
‖δtΨ

n‖2
2 +

3

2
⟨δtΨ

n, μtΨ
n⟩ +

1

2
(μtf(tn))⟨δrΨ

n+1, δrΨ
n⟩ + ⟨μtF(Ψ

n r⁄ ), r2⟩]. 

 

 

 Requeriremos el siguiente resultado técnico para calcular la tasa discreta de 

cambio de la energía total del sistema de diferencia finita. 

 

Lema 2. Sea F:ℝ → ℝ no negativo, y sea una secuencia en  𝒱ℎ. Entonces 

 

a) ⟨δt
(2)Ψn, δt

(1)Ψn⟩ =
1

2
δt‖δtΨ

n−1‖2, para cada n ∈ IN−1. 

 

b) δt⟨δtΨ
n−1, μtΨ

n−1⟩ = ⟨δtΨ
n−1, δt

(1)Ψn⟩ + ⟨δt
(2)Ψn, μtΨ

n⟩, para cada n ∈ IN−1. 

 

 

c) ⟨rδΨ,t
(1)F(Ψn r⁄ ), δt

(1)Ψn⟩ = δt⟨r
2, μtF(Ψ

n−1 r⁄ )⟩, para cada n ∈ IN−1. 

 

d) ⟨−δr
(2)Ψn, δt

(1)Ψn⟩ =
1

2
δt⟨δrΨ

n, δrΨ
n−1⟩, para cada n ∈ IN−1. 

 

 

e) ⟨δrΨ
n+1, δrΨ

n⟩ = μt ‖δrΨ
n‖2

2 −
1

2
τ2‖δrtΨ

n‖2
2, para cada n ∈ IN−1. 

 

Lema 3 (Regla del producto). Supongamos que (Φn)𝑛∈𝐼�̅� y (Ψn)𝑛∈𝐼�̅� son cualquier secuencia 

finita en  𝒱ℎ. Si  (j, n) ∈ IM−1 × IN−1, entonces  δt(Ψj
nΦj

n) = Ψj
nδtΦj

n +Φj
n+1δtΨj

n. 

Lema 4. Sea (Ψn)𝑛∈𝐼�̅� una secuencia finita en 𝒱ℎ, entonces se satisfacen las siguientes 

identidades para cada  n ∈ IN−2una: 

 

a) δt[e
3tn‖δtΨ

n‖2
2] = (δte

3tn)‖δtΨ
n+1‖2

2 + 2e3tn⟨δt
(2)Ψn+1, δt

(1)Ψn+1⟩, 

 

b) δt[e
3tn⟨μtF(Ψ

n/r), r2⟩] = (δte
3tn)⟨μtF(Ψ

n+1/r), r2⟩ + e3tn⟨rδΨ,tF(Ψ
n+1/r), δt

(1)Ψn+1⟩, 

 

 

c) δt[e
3tn⟨δtΨ

n, μtΨ
n⟩] = δte

3tn⟨δtΨ
n+1, μtΨ

n+1⟩ + e3tn⟨δt
(2)Ψn+1, μtΨ

n+1⟩ + e3tn⟨δtΨ
n, δt

(1)Ψn+1⟩, y 

 

d) δt[e
3tn(μtf(tn))⟨δrΨ

n+1, δrΨ
n⟩] = (δte

3tn)(μtf(tn+1))⟨δrΨ
n+1, δrΨ

n⟩ 
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e) +e3tn (δt
(1)f(tn+1)) ⟨δrΨ

n+1, δrΨ
n⟩ − 2e3tn+1(μtf(tn+1))⟨δr

(2)Ψn+1, δt
(1)Ψn+1⟩ 

 

 

Teorema 3 (Disipación de energía). Si 𝛹 es una solución de (7) y 𝑛 ∈ 𝐼𝑁−2, entonces 

 

 

𝛿𝑡𝐸
𝑛 = 4𝜋 [

1

2
(𝛿𝑡𝑒

3𝑡𝑛)‖𝛿𝑡𝛹
𝑛+1‖2

2 + 𝑒3𝑡𝑛⟨𝛿𝑡
(2)𝛹𝑛+1, 𝛿𝑡

(1)𝛹𝑛+1⟩ +
3

2
(𝛿𝑡𝑒

3𝑡𝑛)⟨𝛿𝑡𝛹
𝑛+1, 𝜇𝑡𝛹

𝑛+1⟩

+
3

2
𝑒3𝑡𝑛⟨𝛿𝑡

(2)𝛹𝑛+1, 𝜇𝑡𝛹
𝑛+1⟩ +

3

2
𝑒3𝑡𝑛⟨𝛿𝑡𝛹

𝑛, 𝛿𝑡
(1)𝛹𝑛+1⟩ 

                                  +
1

2
(𝛿𝑡𝑒

3𝑡𝑛)(𝜇𝑡𝑓(𝑡𝑛+1))⟨𝛿𝑟𝛹
𝑛+1, 𝛿𝑟𝛹

𝑛⟩ +
1

2
𝑒3𝑡𝑛(𝛿𝑡

(1)𝑓(𝑡𝑛+1))⟨𝛿𝑟𝛹
𝑛+1, 𝛿𝑟𝛹

𝑛⟩

− 𝑒3𝑡𝑛+1(𝜇𝑡𝑓(𝑡𝑛+1))⟨𝛿𝑟
(2)𝛹𝑛+1, 𝛿𝑡

(1)𝛹𝑛+1⟩ + (𝛿𝑡𝑒
3𝑡𝑛)⟨𝜇𝑡𝐹(𝛹

𝑛+1/𝑟), 𝑟2⟩

+ 𝑒3𝑡𝑛⟨𝑟𝛿𝛹,𝑡𝐹(𝛹
𝑛+1/𝑟), 𝛿𝑡

(1)𝛹𝑛+1⟩]. 

 

 Para el resto de esta sección dejaremos que D ⊆ ℝ3 sea la bola abierta con centro 

en el origen y radio 𝐿 > 0, y consideraremos el siguiente problema con valores en la frontera 

inicial, regido por la ecuación tridimensional del bosón de Higgs en el espacio-tiempo de 

De Sitter 

 

 
∂2𝜙(𝑥, 𝑡)

∂t2
− e−2tΔ𝜙(𝑥, 𝑡) + 3

𝜕𝜙(𝑥, 𝑡)

∂t
− μ2𝜙(𝑥, 𝑡) + 𝜆|𝜙(𝑥, 𝑡)|q−1𝜙(𝑥, 𝑡) = 0,

S.A. 

{
 

 
𝜙(𝑥, 0) = ϕ0(𝑥), ∀x ∈ B,

𝜕𝜙(𝑥, 0)

∂t
= ϕ1(𝑥), ∀x ∈ B,

𝜙(𝑥, 𝑡) = 0, ∀(𝑥, 𝑡) ∈ 𝜕𝐵 × [0, 𝑇],

 

(8) 

 

 

 

para cada (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐵 × 𝑅+. Es fácil comprobar que este modelo es una forma particular de 

(2). Además, centraremos nuestra atención en las soluciones radialmente simétricas de (8); 

es decir, ϕ(𝑥, 𝑡) = ϕ(𝑟, 𝑡). Además, consideraremos la transformación ψ(𝑟, 𝑡) = 𝑟ϕ(𝑟, 𝑡), para 
(r, t) ∈ [0, L] × [0, T]. Como vimos anteriormente, ϕ satisface (8) si y solo si ψ satisface (3).  

 

Definición 4. Para cada 𝑅 > 0 y 𝑟0 ∈ 𝑅, definimos la función 𝐵(⋅; 𝑟0, 𝑅): ℝ
3 → ℝ por 
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B(r; r0, R) = {
exp (

1

R2
−

1

R2 − |r − r0|
2
) , if |r − r0| < R,

0, if |r − r0| ≥ R.

 

  

 En todos nuestros ejemplos, tomaremos τ = ℎ = 0.002, estableceremos 𝐿 = 1 y 

dejaremos que 𝐷 sea la bola unitaria en ℝ3. Además, emplearemos los parámetros del 

modelo λ = 2 y μ = 3. Se considerarán diferentes condiciones iniciales para el problema del 

valor límite inicial (8). 

 

 

Figura 2. Representación gráfica de la aproximación de la solución ψ(x, t), para cada x ∈ D del primer 

problema para los tiempos 𝑡 = 0.100 (superior izquierda), 𝑡 = 0.600 (superior derecha), 𝑡 = 1.000 (inferior 

izquierda) y 𝑡 = 2.00 (inferior derecha), obtenidas mediante el esquema (8) para las condiciones 

iniciales 𝜙0(𝑟) = B(𝑟;  0.4,0.3) + 𝐵(𝑟;  0.6,0.3) y 𝜙1(𝑟) = 0. Las representaciones tridimensionales la solución 

ψ(x, t) para todo x ∈ D y los gráficos de línea corresponden al corte radial ψ(r, t), con r siendo la 

coordenada radial.  

Elaboración propia. 
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 En un primer ejemplo, ϕ0(r) = B(r;  0.4,0.3) + 𝐵(𝑟;  0.6,0.3) y ϕ1(𝑟) = 0, para cada 𝑟 ∈
[0,1]. Bajo estas circunstancias, la  figura 2 muestra las soluciones del problema (8) en los 

tiempos 𝑡 = 0.100 (superior izquierda), 𝑡 = 0.600 (superior derecha), 𝑡 = 1.000 (inferior 

izquierda) y 𝑡 = 2.00 (inferior derecha). Los gráficos de la figura 2 muestran la solución 

aproximada ϕ(𝑥, 𝑡), para cada 𝑥 ∈ 𝐷. Mientras que los recuadros proporcionan el gráfico 

correspondiente de la función ϕ(𝑟, 𝑡) en la coordenada radial. Los gráficos se obtuvieron 

utilizando la función isosurface de Matlab. En cada gráfico, el isovalor correspondiente fue 

dado por la línea roja del recuadro asociado. 

 Además del experimento descrito en el párrafo anterior en el presente se ha usado 

un conjunto adicional de condiciones iniciales, a saber, 𝜙0(𝑟) = 2B(𝑟; 0.5,0.2) y ϕ1(𝑟) =
5ϕ0(𝑟), para cada 𝑟 ∈ [0,1]. Los resultados obtenidos se muestran en la figura 3 para los 

tiempos t = 0.100 (superior izquierda), t = 0.650 (superior derecha), t = 0.740 (inferior 

izquierda) y t = 6.00 (inferior derecha). 

 

 

 

Figura 3. Representación gráfica de la aproximación de la solución ψ(x, t), para cada x ∈ D del primer 

problema para los tiempos 𝑡 = 0.100 (superior izquierda), 𝑡 = 0.650 (superior derecha), 𝑡 = 0.740 (inferior 

izquierda) y 𝑡 = 6.00 (inferior derecha), obtenidas mediante el esquema (8) para las condiciones 

iniciales , 𝜙0(𝑟) = 2B(𝑟; 0.5,0.2) y 𝜙1(𝑟) = 5𝜙0(𝑟), para cada 𝑟 ∈ [0,1]. Las representaciones 

tridimensionales la solución ψ(x, t) para todo x ∈ D y los gráficos de línea corresponden al corte radial 

ψ(r, t), con 𝑟 siendo la coordenada radial.  

Elaboración propia. 
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De las simulaciones presentadas se resalta lo siguiente: en primer lugar, las simulaciones 
numéricas obtenidas ilustran el hecho de que el modelo numérico propuesto en este 

trabajo es una técnica estable cuando los parámetros computacionales son lo 

suficientemente pequeños, de lo contrario no es posible asegurar dicha estabilidad. En 

segundo lugar, comparando las simulaciones anteriores con las obtenidas en (Balogh et al., 

2019). Vale la pena señalar que estos resultados están en buena concordancia cualitativa 

con los disponibles en la literatura. Esto proporciona fuerte evidencia sobre la precisión de 

nuestro modelo numérico y su implementación computacional. 

 

 

En este trabajo se investigaron las soluciones radialmente simétricas de una generalización 

de la ecuación del bosón de Higgs en el espacio-tiempo de De Sitter. El modelo investigado 

aquí es un sistema tridimensional con datos de límite inicial en una esfera con centro en el 

origen de ℝ3. El sistema tiene un funcional de energía que se disipa con respecto al tiempo, 

y se expresó el modelo matemático, la energía total y la tasa de cambio de energía en 

términos de la nueva variable radial. Utilizando una metodología de diferencias finitas se 

propuso un modelo discreto implícito para aproximar las soluciones de la ecuación de 

interés de Higgs radialmente simétrica. Al mismo tiempo se proporcionó una forma discreta 

de la energía total del sistema y se demostró que el modelo discreto es una técnica 

disipativa. Se proporcionaron algunas simulaciones numéricas para mostrar la eficacia del 

enfoque presentado por los autores. En particular se proporcionaron ilustraciones de 

soluciones radialmente simétricas del modelo matemático y se exhibió la presencia de 

soluciones similares a burbujas del modelo matemático. En varios sentidos este manuscrito 

mejora informes previos disponibles en la literatura para resolver numéricamente la 

ecuación del bosón de Higgs en el espacio-tiempo de De Sitter. 

 Tras la realización de este trabajo quedan abiertas varias vías de investigación. 

Desde el punto de vista físico y la presente metodología pueden ser herramientas de 

simulación útiles en la investigación de soluciones radialmente simétricas de la ecuación 

del bosón de Higgs en el espacio-tiempo de De Sitter. Sin embargo, desde el punto de vista 

teórico la aplicabilidad del presente enfoque a problemas diferentes puede ser un tema 

de interés en diversas áreas de las matemáticas aplicadas. Como señaló uno de los 

revisores el presente enfoque y el análisis teórico pueden encontrar aplicaciones en la 

investigación de la dinámica del tráfico en redes de transporte, redes urbanas generales y 

redes urbanas y cadenas de suministro.  

 Otro tema de interés puede ser la viabilidad de ampliar el presente enfoque 

utilizando métodos de cuadratura diferencial. Además, una posible extensión de la 

presente metodología a formas fraccionarias de variantes de la ecuación del bosón de 

Higgs en el espacio-tiempo de De Sitter. Ya se han informado algunos avances, pero el 

diseño de esquemas totalmente hamiltonianos para ecuaciones de ondas disipativas sigue 

siendo una pregunta cuya respuesta falta en la literatura. Ya hay algunos informes 

disponibles en la literatura en esos escenarios, pero la mayoría de los esquemas propuestos 

en esos trabajos son discretizaciones hamiltonianas en los regímenes sin amortiguamiento. 

DISCUSIÓN 

CONCLUSIONES 
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