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INTRODUCCION

Se presentan los fundamentos teéricos y algunos de los resulta-
dos de un estudio sobre la frecuencia y naturaleza de los errores al-
gebraicos cometidos por estudiantes de 3° de secundaria de escue-
las publicas de la ciudad de Aguascalientes'. El trabajo consistié
en la aplicacién de una prueba de dlgebra a 235 alumnos, la cual
sirvi6 para analizar el tipo de errores cometidos por los alumnos y
su frecuencia. En una segunda etapa se desarrollaron entrevistas
clinicas a nueve alumnos para explorar la naturaleza de los errores
algebraicos. El estudio de los errores nos permite fundamental-
mente detectar los temas que representan una mayor dificultad a
los alumnos en su aprendizaje y no es, por tanto, una estrategia en-
focada a medir la eficiencia de la escuela.

Compartimos la idea de Marilyn Matz? de que “los errores son
intentos razonables pero no exitosos de adaptar un conocimiento
adquirido a una nueva situacién”. Asf, suponemos que el conoci-

1. Daniel Eudave Mufioz, Errores de notacion algebraica. Su frecuencia y natura-
leza, tesis de Maestrfa en Educacién, Universidad Auténoma de Aguascalientes, Mé-
xico, 1997.

2. M. Matz, “Towards a computational theory of algebraic competence”, en The
Journal of Mathematical Behavior, no. 3, 1980.
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miento matemético de los alumnos es algo dindmico pero que pue-
de mostrar carencias y en ocasiones operar en contextos inapropia-
dos. Los errores se manifiestan en los alumnos sobre todo cuando
se enfrentan a conocimientos novedosos que los obligan a hacer
una revisién o reestructuracién de lo que ya saben. Hay algunos
contenidos que implican reestructuraciones del conocimiento més
profundas que otros, asi por ejemplo, cuando un nifio ya domina la
suma de enteros puede presentar errores cuando se le pide hacer
operaciones similares a las que realiza sin dificultad, pero con de-
cimales o fracciones. En el nivel de secundaria el paso del aritmé-
tica al dlgebra es particularmente dificil para la mayoria de los
alumnos, y éste es un problema que se presenta practicamente en
todos los escolares del mundo occidental como lo han demostrado
diversos estudios.?

EDUCACION MATEMATICA Y PSICOLOGIA COGNITIVA

El soporte teérico de la investigacién actual sobre el aprendizaje
del élgebra (y de la matematica) se encuentra emparentado con la
llamada ciencia cognitiva®, que busca dar respuesta a las principa-
les interrogantes en torno a la naturaleza y procesos de la mente (o
pensamiento) en todos sus aspectos. Dentro de esta nueva ciencia
se acogen los aportes de la psicologfa, la lingiiistica, la inteligen-
cia artificial, la antropologfa, la neurociencia y la filosoffa. De estas
ciencias, la psicologfa es la que ha aportado mas elementos a los
estudios sobre el aprendizaje del dlgebra, aunque a dltimas fechas
los estudios sustentados en la inteligencia artificial y la lingiifstica
son cada vez mayores y hay una tendencia general a buscar puntos
explicativos en el contexto cultural de los sujetos, por lo que la an-

3. Ver la resefia que presenta C. Kieran, “The learning and teaching of school
algebra”, en Grouws, D. (Ed.). Handbook of Research on Mathematics Teaching and
Learning, NctM, MacMillan Publishing Co., New York, 1992.

4. H. Garden, La nueva ciencia de la mente. Paidés, Espaiia, 1987.
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tropologfa ha ocupado en los dltimos afios un papel importante en

el campo de la educacién matematica.

En cuanto a los aspectos basicos que la psicologia cognitiva con-

temporénea ha desarrollado para explicar los procesos de aprendi-

zaje de la matemdtica, citaremos los que sefialan De Corte, Greer

y Verschaffel:®

e La matemética no puede ser considerada como una disciplina singular sino
como un conglomerado de subdominios que difieren en sus métodos, tipos de
conceptualizacién y formas de representacion;

¢ La matemética tiene un rol dual, como lenguaje que describe la realidad y
como construccién abstracta auténoma;

* La matemética se ha desarrollado (y se desarrolla) como una jerarquia de

estructiras en dos planos: el individual y el cultural.

e La matematica depende de sistemas de representacion internos (procesos men-
tales del sujeto) y externos (simbolos, lenguaje natural, representaciones gré-
ficas, objetos fisicos, situaciones en las que las personas actdan, etc.).

* En la matemética interactian dos tipos de conocimientos: conceptual y pro-

cedimental.

En consonancia con esta tendencia general del enfoque psicold-

gico del estudio del aprendizaje de la matemdtica, podemos sinte-

tizar los aspectos més relevantes del dlgebra y su aprendizaje:

0

5.

e El aprendizaje de conceptos: en &lgebra, los conceptos bésicos son los de varia-
ble y ecuacién y naturalmente, los conceptos que se retoman de la aritmética
como el de niimero.

® Procedimientos: el dlgebra implica el manejo de métodos formales a diferen-
cia del aritmética en donde se aplican algoritmos o incluso se puede recurrir a
procedimientos intuitivos.

o Jerarquias y estructuras: los conceptos de variable y ecuacién se construyen
sobre el concepto de ntimero; para comprender estos tres elementos es nece-
sario que el alumno conozca y maneje en diferentes contextos los principios
y reglas que tienen que ver con la operacién de estos conceptos, esto es. de-
ben tender redes que les permitan identificar las semejanzas y diferencias

Erik de Corte, Brian Greer, Lieven Vershaffel, “Mathematics teaching and

learning”, en David Berliner, y Robert C. Calfee, (Eds.). Handbook of Educational
Psychology, Mcemillan Library Reference, New York, 1996.
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entre ellos. Autores como Kieran® y Resnick, Cauxinille-Marmeche, y Ma-
thieu,” afirman que los alumnos deben construir estructuras que les permitan
dar un significado a todos los elementos del 4lgebra (conceptos, representa-
ciones, procedimientos).

e Representaciones: el dlgebra es por definicién un lenguaje simbélico y formal;
sin embargo, sus conceptos y procedimientos pueden expresarse con diferentes
tipos de representaciones, como materiales concretos o dibujos, gréficas, fi-
guras geométricas, y esto es particularmente importante para lograr un trénsito
adecuado de la aritmética al dlgebra. Una gran cantidad de estudios muestra
lo diffcil que es para los alumnos aprender el 4lgebra a partir de sus formali-
zaciones.

EL APRENDIZAJE DEL ALGEBRA

El desarrollo histérico del dlgebra® sugiere que la forma més con-
vencional de concebirla es como la rama de las matematicas que
trata con la simbolizacién de relaciones numéricas generales y es-
tructuras matematicas y con la operacién de esas estructuras. En
sentido estricto, toda el dlgebra escolar es una “aritmética genera-
lizada” y como tal involucra la formulacién y manipulacién de una
explicacién general sobre los nimeros. En sentido amplio, el dlge-
bra puede considerarse como el conocimiento de relaciones y pro-
piedades y como pensamiento matemético en términos generales

6. C.Kieran, “The early learning of algebra: A structural perspective”, en Wagner
y Kieran (Eds.). Research Issues in the Learning and Teaching of Algebra, NCTM y
Lawrence Erlbaum: Reston, VA and Hillsdale, NJ, 1989.

7. L. Resnick, Cauxinille-Marmeche, J. Mathieu, “Understanding algebra”, en
Thon Sloboda, Rogers Don (Eds.). Cognitive Processes in Mathematics, Oxford
Science Publications, 1987.

8. La evolucién histérica del dlgebra se puede resumir en tres etapas: a) Etapa
retérica: antes de Diofanto (s. 250 d.C.), se caracterizé por el uso del lenguaje ordi-
nario para describir la resolucién de tipos de problemas particulares y carecer del
uso de sfmholos especiales para representar incégnitas. b) Algebra sincopada: inicia-
da por Diofanto, introduce el uso de letras como cantidades no conocidas (incégni-
tas). ¢) Algebra simbélica: inicia con F. Vieta (1540-1603), en esta etapa es posible
expresar soluciones generales y usar el dlgebra como una herramienta para propor-
cionar las reglas que gobiernan las relaciones numéricas.
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més que en términos especificos, sin los requerimientos que acom-
pafian la expresién formal.’

El poder y utilidad del 4lgebra radica en su formulacién simbé-
lica, que le permite ser un lenguaje que se autoexplica (que expre-
sa y demuestra sus teoremas). Esta propiedad de constituirse en un
sistema de signos “autocontenido” ha hecho que el dlgebra sea el
lenguaje matemético por antonomasia."

La importancia de la matematica y del algebra con respecto a
otros dominios del conocimiento humano, como sefialan Resnick,
Cauzinille-Marmeche y Mathieu," radica en que:

1) La matemética se ocupa de formas de conocimiento abstracto
mds que cualquier otro campo.

2) El conocimiento matematico estd integrado como un lenguaje
formal especializado que constrifie el razonamiento matematico y
le confiere un extraordinario poder.

3) El lenguaje formal de la matematica juega un doble rol de sig-
nificante y significado, como el instrumento y como el objeto del
razonamiento. En matematicas, los términos y expresiones de la
notacién formal tienen una funcién referencial y formal. Como sim-
bolos referenciales denotan objetos o entidades cognitivas. Como
simbolos formales son elementos en un sistema que obedece a re-
glas propias y no puede funcionar sin la referencia continua a los
objetos matematicos que nombra.

El rol dual de los simbolos matematicos es particularmente ob-
vio y complicado en el caso del dlgebra. El gran poder del algebra
consiste en la posibilidad de realizar una manipulacién extensiva
de relaciones entre variables dentro de un sistema completamente
confiable que no requiere una atencién continua al significado re-
ferencial de las expresiones intermedias generadas. El hecho de

9. C. Kieran, Op.cit.

10. Teresa Rojano, “El &lgebra en el currfculum de la secundaria. La reforma de los
90's”, en Educacién Matemdtica, vol. 3, no. 3, dic., 1991.

11. L. Resnick et. al., op.cit.
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que el sistema algebraico pueda “correr en sus propios caminos”
es seguramente un factor en favor de su eficiencia. Pero a su vez,
las aplicaciones del dlgebra en entornos muy concretos le confiere
un significado més plausible (y hasta cierto punto, esos entornos o
situaciones empiricos son el origen histérico y genético del élge-
bra).

. El dlgebra puede tomar su significado de tres fuentes diferentes:

1) En un nivel, el significado del 4lgebra estd contenido completa-
mente en el sistema formal. Las expresiones que tienen un significado
son todas aquellas que estén bien formadas conforme las condiciones
del sistema formal. En este nivel, las expresiones son significativas
si pueden derivarse de un conjunto de axiomas y postulados.

2) El 4lgebra toma en parte su significado del mundo de los nd-
meros y sus operaciones. Las expresiones algebraicas pueden ser
vistas como enunciados de relaciones que pueden ser vélidas entre
nimeros y operaciones en general. Podemos demostrar que una
ecuacién algebraica es verdadera o una transformacién permitida
sustituyendo con nimeros las incégnitas y realizando las operacio-
nes necesarias, aunque por supuesto, de esta forma no son posibles
todas las demostraciones.

3) Las expresiones algebraicas y las reglas de transformacién
también pueden referirse a situaciones reales en que las relaciones
entre cantidades juegan un rol; situaciones que pueden matemati-
zarse expresando sus relaciones cuantitativas con una formalizacién
matemética adecuada. Esto es lo que se hace cuando al resolver un
problema primero escribimos una ecuacién apropiada. También es
posible usar una situacién real para explicar y justificar las reglas
de transformacién.

Los diferentes significados de las expresiones y reglas algebrai-
cas hacen surgir una paradoja que es medular en el aprendizaje:
por una parte, las expresiones formales toman su significado de las
situaciones a que hacen referencia, y por otra, el dlgebra obtiene
su poder al divorciarse de esas situaciones. Cuando el lgebra es
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usada para resolver problemas, quien resuelve el problema debe
primero representarse mentalmente la situacién —las cantidades,
relaciones y transformaciones involucradas—, y luego escribir la
ecuacién que la represente usando la notacién algebraica. Las
transformaciones usadas al resolver las ecuaciones son posibles en
parte porque se pone atencién a las situaciones especificas que ge-
neraron la ecuacién, pero acto seguido, s6lo se piensa en las opera-
ciones abstractas y las relaciones representadas en la expresién
formal. Si las situaciones no son puestas de lado al menos tempo-
ralmente, las transformaciones no tendrén sentido.

Las fuentes de significado del 4lgebra son esquematizadas por
Resnick, Cauxinille-Marmeche y Mathieu'? de la siguiente forma:

formalismos
ndimeros situaciones reales que involu-
y operaciones cran cantidades y relaciones

Asf pues, tenemos que no es suficiente para un aprendiz del 4l-
gebra, querer obtener el significado de las expresiones algebraicas
de una sola fuente, sino que hay que complementarlo con las tres
para asegurar una comprensién adecuada y flexible.

Complementando lo anterior, estas autoras consideran que son
cuatro los principios bésicos que sustentan las expresiones y trans-
formaciones del algebra elemental (entendida como aritmética ge-
neralizada), y que deben ser comprendidas y manejadas por los
alumnos.

12. Ibidem.
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1) Irrelevancia del orden en la adicién. Este principio expresa el
hecho de que es permisible sumar cantidades en cualquier orden,
sin tomar en cuenta los subgrupos que puedan formarse (como por
ejemplo, si se introducen paréntesis) o su orden de presentacién.
Este principio es presentado en los textos de matemdticas como dos
reglas: conmutatividad y asociatividad.

2) Relevancia del orden en la substraccion. Este principio es pre-
sentado en los libros de texto como la no conmutatividad de la resta.

3) Composicidn de cantidades deniro de paréntesis. Este princi-
pio expresa el hecho de que dos términos adentro del paréntesis
son una cantidad singular completa y que esta cantidad puede su-
marse o restarse de acuerdo al signo que precede al paréntesis. O
bien, si el paréntesis aparece al inicio de la expresién, la cantidad
compuesta puede servir como el conjunto de inicio del cual el tercer
término en la expresién serd sumado o restado. Una cantidad com-
puesta puede ademds ser comparada o combinada con otra canti-
dad. Este principio puede usarse para explicar las reglas de cam-
bio de signo al quitar los paréntesis.

4) Composicidn de transformaciones. Este principio expresa la
idea de que transformaciones sucesivas sobre una cantidad dada
pueden componer un total singular. Por ejemplo, si b y ¢ se restan
de a, tal como se indica en la expresién a - b - ¢, es posible com-
poner la transformacién en una cantidad singular al substraer
(b+c). Este principio ofrece otra forma de justificar la regla de cam-
bio de signos.

Dentro de la matematica hay diferentes tipos de representacio-
nes que favorecen una comprensién mds amplia y dindmica de los
conceptos, y asi por ejemplo, una ecuacién de primer grado puede
representarse mediante una expresién algebraica o mediante una
grafica, y ambas representaciones son correctas, pero una puede
ser més clara para un alumno que otra. Es necesario que para que
el alumno tenga una comprensién clara y rica de la matemética, se
apoye en los tres vértices del tridngulo mostrado arriba, pero final-
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mente debe lograrse una sintesis que debe expresarse en el domi-
nio del formalismo algebraico, pues es una condicién para poder
acceder a contenidos matematicos mds elaborados. El dominio del
lenguaje formal es pues una meta més que un camino, por lo menos
en los niveles elementales del aprendizaje de la matemética.

Lograda una comprensién y dominio minimo de la notacién al-
gebraica, esta misma deviene en un campo de significacién, pero
antes no. Esto lo explica con mas detalle James Hiebert" con una
teorfa sobre el desarrollo de competencias con simbolos mateméti-
cos escritos. Este autor entiende por sfmbolo “una entidad que se
usa para ocupar el lugar de otra entidad. Estas entidades pueden
tomar una variedad de formas, desde objetos concretos hasta mar-
cas escritas en papel™. Los simbolos concernientes a esta teorfa
son las marcas escritas convencionales para indicar cantidades y
operaciones con cantidades. Hiebert sefiala que es importante ha-
cer notar que los sistemas de sfmbolos escritos son sélo uno de los
lenguajes de la matemética; el lenguaje natural y los modelos con-
cretos como los bloques de Dienes y las regletas de Cuisenaire, son
ejemplos de otros sistemas de representacién que pueden usarse
para describir ideas matematicas. Aunque hay que hacer notar que
en gran medida las mateméticas, sobre todo las escolares, depen-
den de simbolos escritos.

La teorfa de Hiebert propone una sucesién de procesos cogniti-
vos que se acumulan para producir la competencia en el manejo de
los stmbolos mateméticos escritos. Identifica cinco tipos de proce-
sos bésicos; cada tipo de procesos debe emplearse en secuencia. El
manejo de los primeros procesos permite la fundacién del dominio
de los procesos posteriores. Desde este punto de vista los primeros
conocimientos y experiencias son cruciales para el aprendizaje

13. James Hieber, “A theory of developing competence with written mathematical
symbols”, en Educational Studies in Mathematics, vol. 19, no. 3, 1988, pp. 333-335.
14. Ibid., p. 334.
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posterior. Por lo tanto, la teorfa sugiere que muchas de las deficien-
cias que muestran los estudiantes al trabajar con simbolos escritos
se deben a que éstos se involucran en los procesos mds avanzados
sin tener los fundamentos de los procesos més elementales. El sen-
tido acumulativo de esta teorfa indica que los primeros procesos no
son descartados, sino empleados como nuevos procesos que se ad-
quieren y usan.

Los cinco procesos principales que contempla la teorfa de Hie-
bert son:

1) Conectar o relacionar los sfmbolos individuales con sus referentes.
2) Desarrollar procedimientos de manipulacién de sfmbolos.

3) Elaborar procedimientos para los sfmbolos.

4) Hacer rutinarios los procedimientos con los sfmbolos.

5) Construir un sistema de sfmbolos més abstracto.

A continuacién se explica cada uno de estos procesos.

1) Conectar o relacionar los simbolos individuales con sus refe-
rentes.

En la matemética escolar, los simbolos escritos casi siempre re-
presentan cantidades y operaciones con cantidades. Para conectar
los simbolos escritos con sus apropiadas referencias cuantitativas los
estudiantes deben estar familiarizados con las cantidades més rele-
vantes y las acciones que pueden realizarse con las cantidades, y
deben estar familiarizados con los caracteres escritos que deben
usar para representar las cantidades y sus operaciones. Y entonces
ellos deben crear una correspondencia entre los caracteres escritos
y las cantidades o acciones a las que referirdn. La familiaridad con
las cantidades que habrdn de usarse como referentes, es parte del
conocimiento informal de muchos nifios. Los nifios con mucha fre-
cuencia desarrollan actividades con materiales e ideas con las que
tienen que identificar cudnto, qué tanto, etc. Estas experiencias co-
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tidianas generan un conocimiento de cantidades y de acciones con
cantidades que pueden dar el referente inicial para los stmbolos
mateméticos escritos. Atin antes de ingresar a la escuela algunos
nifios adquieren informacién crucial sobre la escritura de los nd-
meros, tales como la irrelevancia de los cambios en la apariencia
fisica de un numeral. La competencia con los simbolos escritos ini-
cia con la construccién que los nifios hacen de la conexién entre
los simbolos individuales y el referente familiar. Los significados
de los simbolos individuales son creados como conexiones que se
establecen entre las marcas escritas sobre el papel y las cantidades
y acciones que se quieren representar. Este proceso implica cons-
truir puentes entre simbolos y referentes y cruzar sobre ellos men-
talmente muchas veces.

2) Desarrollar procedimientos de manipulacién de simbolos.

Los procedimientos son formulados por la manipulacién de los
referentes de los simbolos individuales observando el resultado y
haciendo un paralelo entre la accién con los referentes, con la ac-
cién con los simbolos. Por ejemplo, si se representa con los bloques
de Dienes a las cantidades 5.1 y 0.36 pueden sumarse mediante un
procedimiento natural juntando los bloques del mismo tamafio. Po-
demos repetir esta accién con simbolos escritos si combinamos los
digitos que estdn en la misma posicién relativa al punto decimal.
Entonces, la regla “alinearlos sobre el punto decimal” (que da for-
ma a esta estrategia), tiene su antecedente en la accién de juntar
en el mundo de las referencias. De igual forma, otras reglas y algo-
ritmos que se desarrollan como acciones con referentes son ejecu-
tadas, observadas y traducidas al mundo simbélico. En este senti-
do, los procedimientos simbélicos de las reglas al igual que los
simbolos individuales, tienen referentes que les dan su significado.

3) Elaborar procedimientos para los simbolos.

Elaborar procedimientos con simbolos que puedan ser desarro-
llados y extendidos en nuevas y mds complejas tareas, requiere de
algunas reflexiones sobre los procedimientos y reglas en sf mismos.
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La elaboracién de reglas puede tomar dos diferentes caminos. La
elaboracién puede hacerse en forma directa si el nuevo problema
es equivalente al problema ya conocido en todos los sentidos. Una
segunda forma de elaboracién involucra una conducta més creati-
va por parte del estudiante. Es posible que la reflexién sobre la na-
turaleza de un procedimiento particular estimule el desarrollo de
un procedimiento relacionado. Por ejemplo, si el procedimiento
que se desarrolla para sumar 36+48 se basa en el reagrupamiento
o recomposicién, un procedimiento apropiado puede desarrollarse
con el mismo principio para restar 36-19.

4) Hacer rutinarios los procedimientos con los simbolos.

El sistema simbélico se usard més efectivamente si los procedi-
mientos son practicados. Cuando los procedimientos han sido prac-
ticados al grado de poder ejecutarlos automaticamente, pueden
usarse para lograr una eficiencia maxima. La rutinizacién de pro-
cedimientos necesariamente separa las reglas de sus referentes. La
ventaja de la rutinizacién o automatizacién de las reglas es que és-
tas pueden ser ejecutadas con muy poco esfuerzo mental. Los re-
cursos cognitivos pueden reubicarse ante una mayor demanda tan-
to de un problema como de habilidades de pensamiento de mayor
nivel. Dado el limitado espacio disponible para el trabajo cogniti-
vo en los humanos, liberar un espacio adicional es un importante
beneficio.

5) Construir un sistema de simbolos més abstracto.

Los sistemas de simbolos pueden desarrollarse en sf mismos por
la construccién sobre de otros sistemas. La competencia de los es-
tudiantes con los simbolos continda su desarrollo como un sistema
mds abstracto y los caminos en que son construidos sobre las bases
de los primeros sistemas son bien reconocidos. Un camino es cons-
truir un sistema a través del primigenio, transfiriendo los significa-
dos del primero sobre los del sistema posterior. Otro camino se da
a través del reconocimiento de la correspondencia entre dos siste-
mas de simbolos diferentes. Alcanzado este tltimo nivel, el proceso
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de construccién inicia nuevamente, sélo que en un nivel de abs-
tracci6n mayor. El sistema de simbolos que ya resulta familiar pue-
de ser usado como el soporte para la adquisicién de otros significa-
dos, en forma similar a la que se utiliz6 en un primer momento re-
curriendo a los referentes concretos. El incremento de la compe-
tencia requiere el desarrollo y elaboracién de procedimientos con
simbolos mas abstractos. Asi pues, la aritmética y la geometria tie-
nen un referente empirico en objetos concretos y cotidianos y esto
lo podemos apreciar filogenética y ontogenéticamente. El dlgebra
se desarrolla sobre las bases de estas dos anteriores; y sobre el 4l-
gebra, la aritmética y la geometrfa se apoyan la trigonometria, la
geometria analitica y el cédlculo, y asf hasta las dreas mas abstrac-
tas de la matemdtica contemporédnea.

Este proceso que es facil de explicar, es para la mayorfa de los
estudiantes muy dificil de transitar. A continuacién se analizan las
dificultades enfrentadas por los alumnos en el paso de la aritmética
al 4lgebra.

L0S ERRORES ALGEBRAICOS

Booth' considera que la naturaleza de los errores algebraicos que
cometen los nifios, es quizds més importante que el tipo de pregun-
tas que contestan correctamente, especialmente cuando el mismo error
es cometido por un gran nimero de nifios. El estudio de los errores es
importante porque proporciona informacién acerca de las formas
en que los nifios ven el problema y del procedimiento que usan al
intentar resolver el problema. Esta informacién es interesante por-
que puede sugerir modos de ayuda para que los nifios eviten esos
errores y también porque puede explicar la aparente falta de pro-
greso en el logro de altos niveles de entendimiento en el dlgebra.

15. R. Booth Lesley, Algebra: Children’s Strategies and Errors, NFER-NELSON, Lon-
dres, 1984.
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El trasfondo de los errores algebraicos (y matematicos en gene-
ral) no es de indole exclusivamente pedagégica o did4ctica, sino
también y sobre todo, epistemoldgica y psicolégica, puesto que “al-
gunos errores son cometidos por un gran niimero de nifios indepen-
dientemente del tipo de escuela, los libros de texto y los esquemas
de ensefianza. Mds ain, muchos de esos errores que ocurren regu-
larmente no se restringen a ningin grupo particular de edad y al-
gunos persisten de afio en afio”.'¢

Marilyn Matz, del Centro de Inteligencia Artificial del Instituto
Tecnolégico de Massachusetts (MIT), desarrollé una teoria para explicar
la ocurrencia de dichos errores, resaltando cémo nuevas reglas se
construyen desde un conocimiento familiar, o mds particularmente,
cémo las reglas existentes se generalizan (acertadamente o no) para
manejar un amplio rango de informacién nueva. Para esta autora,
la actividad de resolver problemas tiene dos componentes: primero, el
conocimiento que precede al nuevo problema usualmente toma la
forma de regla que los estudiantes extraen de un prototipo presen-
tado por el maestro o por un libro de texto; segundo, el manejo de
técnicas de extrapolacién que ayuden a hacer el paso de las reglas
conocidas a los problemas poco familiares. “Siendo los errores un
reflejo de concepciones incorrectas o ausencia de concepciones en
los estudiantes, llama la atencién el conocimiento técito que apli-
can automdticamente quienes resuelven los problemas”."”

En el caso de los alumnos que recién inician el estudio del 4lge-
bra, el conjunto de conocimientos previos lo integran principalmente
la aritmética y la geometria, siendo sobre todo la fijacién en los co-
nocimientos y usos aritméticos lo que impide una adecuada com-
prensién y competencia algebraicas. Pero el problema es atin ma-
yor porque el nifio empieza el estudio del dlgebra teniendo su pen-

16. K. M. Hart (Ed.). Secondary School Children’s Understanding of Mathematics,
University of London, Londres, 1980, p. 146.
17. Matz, M., Op.cit., p. 26.
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samiento aritmético no del todo consolidado: “Muchas de las difi-
cultades que los nifios presentan en dlgebra no son dificultades en
el algebra como tal, pues son mds bien dificultades en aritméti-
ca”.’® La falta de formalizacign del pensamiento aritmético se ma-
nifiesta en una comprensién y uso inadecuados de las convenciones
de notacién aritmética, tales como:

1) El valor de posicién (en nimeros enteros y sobre todo en decimales);
2) La notacién abreviada mediante exponentes;

3) La escritura de fracciones; y

4) La representacién de niimeros negativos e irracionales.

Pero es mds notoria la falta de comprensién y la falta de formali-
zacién en el caso del dlgebra, ya que contrariamente a lo que sucede
en la aritmética (en donde una buena parte de sus procedimientos
se puede realizar sin recurrir a grafismos), en el 4lgebra es impres-
cindible el manejo simbélico. Como sefiala Booth, lo que usualmente
se enfatiza més en el aritmética es obtener una respuesta numéri-
ca final, y como muchos de los problemas involucran nimeros pe-
queios, la respuesta final puede obtenerse con procedimientos més
intuitivos. En 4lgebra, por otro lado, -como en los casos més com-
plejos del aritmética, en los que se involucran valores grandes y di-
ferentes a los enteros-, el acercamiento correcto al problema re-
quiere que se precisen aquellos procesos y concepciones que los
nifios pueden manejar exitosamente al tratar con problemas arit-
méticos simples. Al toparse con el dlgebra, estos nifios son confron-
tados con sus propias carencias de comprensién de los procesos
aritméticos. De la misma manera, las confusiones de notacién de
los nifios en dlgebra, como todas aquéllas causadas por la omisién
de paréntesis, reflejan lo incierto de su comprensién de nimero. E1
algebra hace explicita la concepcién incorrecta y la confusién que
los nifios ya experimentan en aritmética, pero que pueden ser am-

18. Booth, L., Op.cit., p. 87.
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pliamente inadvertidas en ese dominio. Y al mismo tiempo, el alge-
bra no es aritmética, y no hacer una distincién entre las dos ocasiona
en parte las dificultades que los nifios enfrentan con ella. Resu-
miendo, se puede decir que el dlgebra, entendida fundamental-
mente como aritmética generalizada, puede verse como la escritu-
ra de expresiones generales que representan reglas, operaciones y
procedimientos aritméticos; no usar o no reconocer estas estructu-
ras en aritmética puede tener considerables efectos sobre el de-
sempefio en el dlgebra de los nifios.

Por tanto, si el algebra elemental requiere una revalorizacién del
aritmética, son los aspectos formales del dlgebra los que ayudan a
desarrollar en el alumno la comprensién completa del aritmética y
esto se logra promoviendo antes de la ensefianza del dlgebra pro-
piamente dicha, el conocimiento prealgebraico y la extensién de
los dominios numéricos de los nifios."” El conocimiento prealge-
braico estd constituido fundamentalmente por la resolucién de
ecuaciones de uno o més pasos, en las que basta con operar sobre
los datos de la ecuacién (sin operar la o las cantidades por determinar).
De esta manera se cambia paulatinamente el método aritmético
consistente en el andlisis de los datos del problema y sus interrela-
ciones, que se resuelve determinando las operaciones que lo resuel-
ven, por un método prealgebraico que parte del reconocimiento de
un problema como un miembro de una familia de problemas y su
consecuente modelacién con una ecuacién, cuyo procedimiento de
resolucién es independiente de la seméntica del enunciado origi-
nal. Otros topicos prealgebraicos son el manejo de férmulas de un
cierto nivel de generalidad, el manejo de expresiones numéricas
equivalentes, el reconocimiento de patrones numéricos o geométri-
cos, y el registro de situaciones o propiedades generalizadas por el
sujeto. La extensién de los dominios numéricos debe abarcar la
operatividad con los enteros relativos (con signo) y con los decima-

19. T. Rojano. Op.cit.
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les y las fracciones (racionales), concebidos estos dos tltimos tam-
bién como niimeros con signo, y una cierta explicitacién de los as-
pectos estructurales de estos sistemas numéricos.

El concepto matemético clave de la aritmética es el de nimero,
el cual es enriquecido en el contexto algebraico. Por su parte, los
conceptos centrales del dlgebra son los de igualdad (que junto con
el de niimero, se retoman de la aritmética), variable, ecuacién y
funcién. Esta ampliacién conceptual y procedimental se concretiza
en el plano simbélico con la permanencia y resignificacién de algu-
nas de las convenciones de notacién ya existentes y con la intro-
duccién de algunas nuevas. Cabe aqui hacer la aclaracién de que
toda convencién de notacién como sistema de escritura que es, im-
plica por una parte el uso de sfmbolos especificos (los referentes de
los conceptos) y por otra, reglas de transformacién véalidas para ca-
da conjunto de simbolos, esto es, implica una sintaxis que no es de
ninguna manera un juego artificioso y arbitrario, puesto que los
conceptos mismos en juego, o sea, su semantica, la orientan y con-
dicionan. La distincién entre una sintaxis en apariencia arbitraria
y otra con sentido conceptual, la hace Kieran® al considerar como
componentes de una expresién algebraica dos tipos de estructuras:
por un lado, una estructura superficial, que se refiere a una forma
dada de arreglo de los términos y operaciones, sujeta —cuando se
arregla secuencialmente— a seguir el orden de las operaciones, y
por otro, una estructura sistémica (sistémica en el sentido de rela-
clonarse con el sistema matemético de la cual la expresién hereda
sus propiedades), que se refiere a las propiedades de las operacio-
nes, como la conmutatividad y asociatividad, y a la relacién entre
las operaciones, como la distributividad. La estructura sistémica
de las expresiones algebraicas nos permite expresar, por ejemplo,
3(x+2)+5 equivalente a 5+3(x+2) o como 3x+11. Asi, la estructura
de la expresién 3(x+2)+5 incluye la estructura superficial, que es

20. C. Kieran, Op.cit.
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el ensamble dado de términos y operaciones -en este caso, la multi-
plicacién de 3 por x+2, seguida de la adicién de 5-, junto con la es-
tructura sistémica, que es, la forma equivalente de la expresién de
acuerdo a las propiedades de las operaciones dadas.

A continuacién se presentan los principales cambios en las con-
venciones de notacién que se suscitan en el paso del aritmética al
algebra, considerando primeramente los simbolos en juego, para
analizar posteriormente los métodos con que los estudiantes tratan
de manejar esos simbolos en su intento por comprender y asimilar
el pensamiento algebraico.

Los simbolos utilizados

Précticamente todos los simbolos que se utilizan en la aritmética se
utilizan en el lgebra, pero sufren cambios drésticos en su signifi-
cado y uso. Entre esos simbolos estén:

1. Las letras. En primaria, las letras son utilizadas como abrevia-
turas para medidas como en el caso de metros (m.), centimetros (cm.);
o como iniciales en las formulas de dreas y volumen. En 4lgebra,
denotan o bien incégnitas especificas, o bien ndmeros generaliza-
dos, o bien variables. Los significados que los nifios hacen de las
letras, tal como lo presenta Kiichemann,” reflejan esta transicién
de un tipo de pensamiento a otro:

Letras como algo que no se usa. En este caso, los nifios ignoran
las letras, trabajan sélo con los hechos numéricos y eliminan la le-
tra, o bien, reconocen su existencia pero sin darle significado, sim-
plemente la agregan al final de una operacién. Incluso los nifios pue-
den inventar reglas para manipular las letras, tales como: sumar todos
los niimeros y poner abajo cada letra que ocurre; sumar los niime-

21. Kiichemann, “Algebra” en K. M. Hart, Children’s Understanding of Mathema-
tics:11-16, John Murray, Londres, 1981.
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ros y poner las letras por cada vez que se presentan en la expre-
si6n; sumar todos los nimeros y poner abajo la letra mayor, o la que
ocurre mas veces.

Letras usadas como objetos. Las letras son vistas como la taquigra-
ffa para un objeto, 0 como un objeto en si. Como en el caso de las
mencionadas abreviaturas (m., cm., kg.) o iniciales (a : 4rea; h: altura;
y : yate, yoghurt, etc.).

Letras como un valor especifico. A las letras se les asigna un valor
numérico desde el comienzo, y por tanto, se cree que cambiar de
letra implica cambiar de nimero. Por ejemplo, algunos nifios creen
que hay correspondencia entre el orden lineal del alfabeto y el sis-
tema numérico, por lo que creen que las dltimas letras del alfabeto
tienen un valor més alto que las primeras.

Letras usadas como una incégnita especifica. Los nifios ven a las
letras como un especifico pero desconocido niimero, y pueden ope-
rar sobre él directamente. Se presenta, por ejemplo, en operaciones
con espacios vacios, como 3 + _ =8, en donde el espacio en blanco
s6lo puede ser ocupado por un niimero particular.

Letras usadas como un niimero generalizado. Se ve a las letras
como capaces de tomar varios valores y no uno sélo. No es lo mismo
usar m para hacer referencia a “metros” que usar m para represen-
tar el nimero de metros.

Letras usadas como variables. Se ve a las letras como represen-
taciones de un rango de valores no especificados y se ve una rela-
cién sistemética entre dos conjuntos semejantes de valores.

2. Signo de “=". La igualdad aritmética, que indica una opera-
cién del lado izquierdo y un producto del lado derecho, se transforma
en el dlgebra en un signo de equivalencia, en donde ambos lados
de la expresién vienen a ser lo mismo. Es comtin que los alumnos
que inician el estudio del dlgebra lean el signo “=" como una tarea
o una pregunta, y el signo de igualdad se presenta como asimétri-

co. También como lo menciona Matz, en aritmética se le usa como
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tautologfa y su transformacién en igualdad condicionada se da en
el contexto de las ecuaciones.

3. Concatenacion o yuxtaposicién. Esta convencién de notacién
tiene que ver con la posicién de los simbolos. En aritmética deno-
ta una adicién implicita, en el sentido de valor posicional y en la
representacién de fracciones mixtas (p. ej. 22 = 2 + '/2). En alge-
bra, esto denota multiplicacién: 3a = 3 x a.

4. Stmbolos de “+” y “-”. Estos sfmbolos en aritmética denotan
operacién de suma y resta y evocan la ejecucién de un algoritmo
que da por resultado un tercer nimero, en dlgebra tiene un signifi-
cado dual: por un lado significan una operacién binaria, pero sus-
pendida, y por otro, son interpretados como el signo de un nimero.

5. Paréntesis. Los paréntesis son indispensables para indicar el
orden de ejecucién de operaciones en una expresién, sin embargo,
los nifios ignoran su uso, principalmente porque consideran que es
innecesario. Esta creencia se apoya en los siguientes puntos de vis-
ta: a) el contexto del problema determina el orden de las operacio-
nes; b) en ausencia de un contexto especifico, las operaciones se
realizan de izquierda a derecha; c) el mismo valor puede en cada
caso obtenerse siguiendo el orden en el cual la secuencia de la
operacién es realizada (asociatividad de las operaciones).

6. Exponentes. La convencién de expresar los exponentes como
un pequefio nimero o letra colocado arriba a la derecha de otro ni-
mero o letra (llamado base), es interpretado con frecuencia por los
nifios como multiplicacién, esto es: 3* lo interpretan como 3 x 2, o
3An* como 3 x n. Es interesante que no acepten la yuxtaposicién

766,09

22. El sfmbolo “A”se utiliza para indicar un exponente, asi “A” quiere decir que se
estd elevando la literal “a” a la potencia 1.

2().CALEIDOSCOPIO



como multiplicacién y en cambio al exponente lo multipliquen por su
base, en vez de multiplicar a la base por s misma el total de veces
que lo indique el exponente. Ciertamente, 22 es igual a 2 x 2, pero
es el tinico caso en que se da esa coincidencia. Posiblemente los
nifios consideren a los nimeros de tamafio “normal” cuya posicién es
sobre el renglén de escritura (aunque sea un renglén imaginario),
como los nimeros que se “cuentan”, mientras que los de tamafio
mds pequefio, se vean como operaciones especiales aunque no del
todo claras, ademds, es evidente que los nifios ven en el exponente
un indicador de hacer algo, y no es facil que acepten al exponente
como un elemento de una expresién algebraica, ya que por su for-
macién aritmética, esperan llegar siempre a una respuesta cerrada.

7. Radical. La raiz cuadrada se ensefia como una operacién an-
tes de que el nifio aprenda el 4lgebra. Al introducirse los radicales
en el 4lgebra, los nifios intenta por lo general obtener un resultado
numérico sacando la rafz. En ocasiones el simbolo \ es confundido
con la divisién o con la potenciacién: al resolver x + V13 =13,
un estudiante contest6 que la respuesta era 6.5, (dividié 13 entre 2),
y cuando se le present6 x - V3 = 0, contest6 que la respuesta era
9, porque “a 9 le restan 9, la /3 es 9

8. Escritura vertical vs. escritura horizontal. Lo mds usual en
aritmética es realizar operaciones en forma vertical:

=
=
N =3
w ©o

|

<
(Fa)
[\
=

23. Resultados reportados por Aurora Gallardo y Teresa Rojano, “Areas de dificultad
en la adquisicién del lenguaje aritmético-algebraico”, en Recherches en Didactique
des Mathematiques, vol. 9, no. 2, 1988, pp. 155-188.
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El algoritmo més usual de la divisién tiene una doble orientacién:

125 horizontal para el dividendo, el divisor y el producto
2/ 250
05
10 para los residuos intermedios

0

En algunas ocasiones se usa en el aritmética, una orientacién
horizontal para realizar las operaciones basicas:
2¢#8=7
24-12=12

sobre todo se utiliza en operaciones con “espacios vacios”, como

2 +[1=7
0-12 =12

En élgebra la lectura de expresiones y ecuaciones es principal-
mente horizontal, aunque la resolucién de una ecuacién es vertical.
En algunos casos se da una relacién simétrica, como entre el lado
izquierdo y derecho en una ecuacién, pero en ocasiones aunque se
de la relacién de simetria no es apreciada por los nifios, por ejem-
plo, si se pide eliminar los paréntesis de una expresién:

(x+a) (x+b) = x* + ax + xb + ab
o si se pide factorizar:
x* + (a+b) x + ab = (x+a) (x+b)

A estas dos acciones los alumnos las consideran como indepen-
dientes y, por tanto, transformaciones distintas.
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Los métodos que utilizan los nifios

El 4lgebra como aritmética generalizada puede verse como la es-
critura de expresiones generales que representan reglas y opera-
ciones aritméticas conformando un sistema formal con reglas de
transformacién particulares, por ejemplo:

propiedad asociativa de la suma
(@+b)+c=a+(b+c)

propiedad asociativa de la multiplicacién

(ab) ¢ = a(be)

propiedad conmutativa de la suma
a+b =b+a

propiedad conmutativa de la multiplicacién

ab = ba

propiedad distributiva de la multiplicacién respecto a la suma
a(b+c) =ab +ac
(b+c)a=ba + ca

Los errores algebraicos segtin Matz, se producen por una sobre-
generalizacién de algunas de las técnicas ensefiadas en la escuela
que se apoyan en las propiedades anteriores. Sin embargo, los hallaz-
gos de Hart* y Booth” muestran que los nifios se resisten a usar las
reglas formales que les ensefian en la escuela y prefieren utilizar
métodos informales propios, los que funcionan con problemas sen-
cillos pero no se pueden extender a problemas més complejos. Ade-

24. K. M. Hart, Op. cit.
25. L. R. Booth, L.R. Op.cit.
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més, no es facil simbolizar consistentemente los procedimientos
que usan los nifios al resolver problemas aritméticos ya que éstos
dependen con frecuencia de un contexto determinado. Aiin cuando
los nifios usen un método formal y lo simbolicen correcta y apropia-
damente, ellos no pueden apreciar que es apropiado hacerlo.

Los métodos informales que utilizan los nifios detectados por
Booth son:

1. Intuitivo. No es una reflexion sistemética sobre un conocimien-
to y por lo tanto no se revisa su consistencia dentro de un conjunto
general de conocimiento.

2. Primitio. Estd vinculado estrechamente a las experiencias tem-
pranas en mateméticas. Basado ampliamente en las operaciones de
contar, sumar y combinar. Se trabaja tinicamente dentro del siste-
ma de nimeros enteros.

3. Ligado al contexto. Se sacan los datos de un problema particular.

4. Indicativos de un manejo elemental y pobre de un método de
simbolizar.

Hasta este momento se han analizado las caracterfsticas del pro-
ceso de aprendizaje del dlgebra y los errores que aparecen como
reflejo de las dificultades que hay que superar para lograr un
dominio minimo del dlgebra. Veamos ahora desde esta perspectiva
los errores de los sujetos de nuestro estudio.

LoS ERRORES MAS FRECUENTES EN ESTUDIANTES DE SECUNDARIA

Se utilizé la prueba de lgebra® disefiada y utilizada por el equipo
de investigacién de Katleen Hart” en una de las investigaciones
pioneras sobre los errores algebraicos, la cual estd compuesta por
21 preguntas las que a su vez incluyen de uno a cuatro reactivos.

26. Los contenidos de la prueba corresponden en sentido estricto a la predlgebra o
aritmética generalizada.

27. K. M. Hart, Op. cit.
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Todas las preguntas de la prueba son abiertas y presentan ejemplos
de apoyo. El nivel de dificultad de cada reactivo es diferente, con-
tando con cuatro niveles:

Nivel 1: Los reactivos son meramente numéricos o tienen una
estructura simple y pueden resolverse usando las letras como obje-
tos o dando un valor especifico a la letra, o no usando la letra.

Nivel 2: La diferencia entre estos reactivos y los del nivel ante-
rior es su incremento de complejidad. Se puede decir que el
avance hecho en este nivel se debe simplemente al incremento de
la familiaridad con la notacién algebraica.

Nivel 3: La resolucién de los reactivos de este nivel requiere que
los alumnos reconozcan los principios de la asociatividad, conmu-
tatividad y distributividad, y que por lo menos reconozcan a las
letras como incégnitas especfficas.

Nivel 4: En este nivel es necesario que ademés de cubrir los
aspectos mencionados para el nivel 3, se reconozca y use las letras
como variables.

En ésta y la siguiente seccién se muestran los resultados corres-
pondientes s6lo a una seccién de la prueba, que transcribimos a
continuacién:

a + 3a se puede simplificar como 4a

Simplifica lo mas que puedas las siguientes expresiones:

1.- 2a + 5a =

2.- 2a+5b =
3-(a+b)+a =
4 .- 20+5b+a =
5- (a-b)+b =
6.- 3a-(b+a) =
7-a+4+a-4 =
8-3a-b+a =

9- (a+b)+(a=-b) =
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Para hacer estas simplificaciones es necesario poseer un manejo
numérico elemental y conocer las convenciones de notacién bésicas
del 4lgebra; para los reactivos con nivel de dificultad 3 y 4 se re-
quiere ademds que los alumnos reconozcan los principios de la adi-
cién (asociatividad y conmutatividad).

Se detectaron précticamente los mismos errores reportados por
los autores citados en los primeros apartados. De manera general
se aprecia en los alumnos una tendencia a trabajar dentro del conjun-
to de los niimeros enteros y a usar el conteo y la adicién como es-
trategias bésicas, siguiendo procedimientos no formalizados y pre-
sentando expresiones sin ningtin rigor o apego a las convenciones
de notacién. La mayorfa de los errores encontrados son del tipo que
Matz denomina de cambio conceptual y que tienen que ver con el
manejo de valores simbélicos, el uso de la notacién y la extensién
de la interpretacién del signo de igual.

Los errores de notacién mas sobresalientes son los debidos a un
uso inadecuado de los paréntesis, la concatenacién, los signos de
“pey
tados y que solicitan la simplificacién de las expresiones, se ven

“

, los exponentes y la igualdad. En los reactivos presen-

ejemplos de todos estos errores, sobre todo en cuanto al uso inade-
cuado de exponentes y en el uso de reglas propias. En el reactivo
3 la expresién a simplificar era (a+b)+a y algunos alumnos dieron
por respuesta a’b 0 a’+b o incluso a?* ; en el reactivo 6, la expre-
sién a simplificar era 3a-(b+a), y se presentaron errores tales co-
mo: 3a’b, -2ab, en la primer respuesta se aprecia que los parénte-
sis son ignorados, mientras que en la segunda, el problema parece
radicar en el manejo y comprensién de los signos “+y -”.

En cuanto al manejo de las letras, se aprecia una tendencia a
usarlas como cosas que se agregan o se ignoran, o en todo caso se
les asigna un ndmero (por lo general el 1).

Se presentaron otros errores que aunque no se reportan en la li-
teratura consultada, se pueden considerar como variantes de los
errores ya mencionados, y ademds se presentaron sélo en muy
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pocos alumnos; estos errores son el de la generalizacién errénea de
la regla del binomio cuadrado perfecto, y el uso de subindices para
denotar multiplicacién entre nimeros y letras, que es una variante del
manejo erréneo de la concatenacién.

En cuanto a la generalizacién inadecuada de la regla del binomio,
tenemos varios ejemplos, como en el reactivo 9 en el que habfa que
simplificar la expresién (a+b)+(a-b): un alumno respondié con la
siguiente expresién: a*-ab+ba-b; y otro respondié con la expresién
a*-ab+ba-b*. Estos dos alumnos confundieron la suma con la multi-
plicacién, y esto se debe seguramente a una deficiencia en el ma-
nejo de los paréntesis y de los signos “+y -”, y por tanto se puede
decir que los alumnos tienen una nocién de la estructura superficial
de la expresién algebraica en cuestién, tal como lo explica Kieran.”
De cualquier forma hay que resaltar que estos dos alumnos hasta
cierto punto cuidan la simetrfa del binomio que trataron desarrollar.

Llama la atencién la gran variedad de errores que de alguna ma-
nera hacen suponer un procedimiento de aplicacién repetida y de con-
teo y agrupacién doble de los elementos de una expresién. Por ejem-
plo, las respuestas a los reactivos 4, 6, y 9, en los que se aprecia
una estrategia simple de agrupar, sumar y multiplicar, en un afén de
agotar todas las posibles operaciones imaginables para cada expresién:

Expresién a simplificar Respuestas
4.-2a+5b+a 8a’h
8aba
6.- 3a-(b+a) 3ab - 3a?
4a - 3ba
9.- (a+b)+(a-b) a’-ab
ab? - ab?

28. C. Kieran, Op. cit.
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Otro aspecto importante, es que en la mayorfa de las respuestas
erréneas se presentan simultdneamente varios tipos de errores, asf
por ejemplo, es comiin encontrar problemas en el manejo de los pa-
réntesis y por consiguiente un manejo inadecuado de la concatena-
cién y la aplicacién ingeniosa pero errénea de exponentes y subin-
dices; casi todos los errores cometidos en los nueve reactivos son
muestra de ello. Un ejemplo es la simplificacién de la expresién
2a+5b como 7a*1 b1 lo que refleja una comprensién pobre del
uso de las letras, la confusién del significado de la concatenacién
y de los exponentes. En el reactivo 5, en que se solicita simplificar
la expresién (a-b)+b un alumno respondié con a-2b, cometiendo un
error simple al hacer las sumas sin tomar en cuenta el paréntesis
ni el valor de las literales. Con las respuestas a-b% b-b?, a™-1 b0,
se manifiestan también varios errores simulténeos.

Cuando se analizan estos errores tomando en cuenta el nivel de
dificultad, es posible identificar con mas precisién las problemati-
cas subyacentes:

Nivel 1

Este nivel fue el que tuvo un porcentaje mayor de aciertos, y en
cuanto a los no aciertos, se presenté un porcentaje alto de errores
inclasificables que hace suponer en todo caso errores de procedi-
miento cometidos por descuido o por no tener muy claras las ins-
trucciones. El porcentaje propiamente de errores de notacién, aunque
menor, refleja el tipo de dificultades y comprensiones defectuosas
del 4lgebra.

L. Simplifica: 2a + 5a

Acierto: 7a 70.6%
Usan el conteo y letras como objetos: 7; a+7 4.3%
Aplicacién repetida en el conteo de literales (sobreconteo): 8a 15.3%
Errores inclasificables 5.1%
No contestan 4.7%
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El uso de métodos primitivos como el conteo y el usar las letras
como objetos o etiquetas de algo, nos indican una comprensién de-
ficiente que no permite una apropiacién del dlgebra, y los errores
de sobreconteo, que son considerables en el reactivo 1, nos sefialan
un intento ingenioso pero inadecuado por hacer algo més que una
suma con los elementos de la expresién.

Nivel 2

M4s de la mitad de las respuestas a los reactivos de este nivel
corresponde a un no acierto (58%), el cual se compone también de
un porcentaje considerable de reactivos sin contestar y de errores
de procedimiento, pero también afloran los errores de notacién pre-
sentados anteriormente. Las respuestas al reactivo 4 confirman tam-
bién la dificultad con el manejo de las literales:

4. Simplifica la expresién: 2a + 5b + a

Acierto: 3a + 5b 26.4%
Malinteterpretacién de la concatenacién : 3a5h 2.97%
Uso inadecuado de exponentes: 7a%h; 8a%h; 3a’+5b 11.5%
Ignoran letras: 2+5+1; 8a; 7a; 7b 4.3%

Hacen operacién numérica y sé6lo agregan la letra usando

inadecuadamente la concatenacién: 8ab; 7ab+a; 9b 14.5%

Aplicacién repetida en el conteo de literales

sobreconteo): sa+oba; oaba 1%
(sob ): 3a+5ba; 8ab. 25.1%
Inclasificables 3.8%
No contestaron 11.5%

Considerar a las literales como cosas o abreviaturas de algo que
s6lo se agregan al resultado de una operacién numérica, refleja una
comprensién pobre del lenguaje simbélico. Por otro lado, los barro-
quismos producto del sobreconteo nos harfan suponer que los
alumnos ni siquiera pueden hacer sumas numéricas, sin embargo
los resultados obtenidos en el resto de los reactivos del nivel 1 de
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la prueba muestran esa capacidad elemental de sumar; entonces
hemos de suponer que los alumnos ven en las expresiones alfanumé-
ricas entes matematicos de naturaleza muy. diferente a los niimeros
que manejan en la aritmética, es algo asi como si los alumnos cre-
yeran que las expresiones algebraicas se resuelven mediante la
aplicacién de alguna regla que buscara agotar todas las posibles
combinaciones de elementos.

Nivel 3

Para contestar satisfactoriamente todos los reactivos del nivel 3
es necesario, por lo menos, reconocer en las literales incégnitas es-
pecificas e identificar los principios de asociatividad, conmutativi-
dad y distributividad. Los bajos porcentajes de aciertos en este nivel
muestran que el dominio de los contenidos propiamente algebraicos
es pobre. Los errores que se encontraron en este nivel confirman y
amplifican las dificultades encontradas en los niveles anteriores.

Los reactivos 2 y 8 presentan similitudes en su estructura y sus
respuestas; los dos son expresiones alfanuméricas en las que es ne-
cesario practicar alguna adicién y se requiere para resolverlas te-
ner una comprensién clara del significado de la concatenacién, del

%

signo “-” y aceptar la “falta de cierre”. Veamos las respuestas para

cada una:

2.- Simplificar : 2a + 5b

Acierto: 2a+5b; no se puede simplificar més 12.3%
Hacen operaciones numéricas e ignoran letra: 7 3%
Hacen operacién numérica y agregan letras: 7ab; 7+ab 66.8%
Aplicacién repetida en el conteo de literales

(sobreconteo): 8xb; 8b 4.3%
Inclasificables : 5.5%
No contestaron 8.1%

36ICALEIDOSCOPIO



8.- Simplificar: 3a-b+a
Acierto: 4a-b 26.0%
Hacen operacién numérica e ignoran letra: 3-2+1; 5 13.2%
Hacen operacién numérica y agregan letra: 3ab; 4ab; 4ab 0.9%
Uso inadecuado de exponentes: 4a*b; 3a’h 14.0%
Incomprensién del signo “-”: -3ab-4b; a-3b 23.4%
Inclasificables 3.4%
No contestaron 19.1%
Nivel 4

Al aumentar la dificultad de los reactivos y por ende las exigen-
cias propiamente algebraicas, aumenta la proporcién de respuestas
erréneas, aunque los tipos de dificultad siguen siendo los mismos
que los aparecidos en los niveles anteriores, como puede apreciarse
en el siguiente cuadro:

5.- Simplificar: (a-b) +b

Acierto: a 11.5%
Agrupacién de elementos: -2ab; 2ba; ab 4.7%
Uso inadecuado de exponentes: ab? b% -b% a”-1 bAO 3.8%
Uso inadecuado de paréntesis, exponentes y

signos de “+” y “-”: ab-b% b-b% a+b? 13.6%
Uso inadecuado de paréntesis y signos de “+” y “-™:

2b-a; -2b+a; a-2b 43.3%
Inclasificables: 5b; 3; 1b; ab=a=b 5.5%
No contestaron 17.4%

Quien comprenda lo que es la propiedad asociativa de la suma
no tiene por que cometer errores como los anteriores, a menos que
tenga un desconocimiento total del uso de los paréntesis. Pero por
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otra parte, la ensefianza del uso de los paréntesis puede ayudar a
su vez a una mayor comprensién del principio de asociatividad.

Veamos ahora con detalle lo que para algunos alumnos implican
estos errores.

LA NATURALEZA DE LOS ERRORES

Las exploraciones realizadas mediante las entrevistas clinicas nos
permitieron confirmar la naturaleza de algunos errores, en el sentido
de que nos permiti6 identificar cuél era el punto de apoyo a partir del
cual los alumnos daban significado a las expresiones, esto es, si los
alumnos recurrfan a sus conocimientos numéricos o a las formaliza-
ciones algebraicas (dos de los vértices del tridngulo de Resnick, Cau-
xinille-Marmeche y Mathieu),” o bien, por el contrario, identificar en
cual de estos dos aspectos tenfan mas lagunas en su conocimiento.
Una parte de la entrevista consistfa en mostrar a los alumnos un
material manipulable® con el que es posible representar y manipular
las expresiones algebraicas de manera concreta. En los términos de la
teoria de Hieber antes sefialada,” diremos que es mds fécil con el
material manipulable conectar a los simbolos con sus referentes.
Después de explicarles como hacer las representaciones y opera-
ciones, se les solicitaba a los alumnos resolver con el material
aquellos reactivos que no habfan podido resolver con l4piz y papel.
La mayorfa de los alumnos que no pudieron resolver algiin ejercicio
atin después de que se les explicité de alguna manera el fundamento
numérico o la convencién de notacién en juego en las expresiones,
con el apoyo del material manipulable lograron superar la dificul-

29. L. Resnick, Cauxinille-Marmeche, J. Mathieu, Op.cit.

30. Se utilizé un material disefiado como parte de un conjunto de practicas de
apoyo a la ensefianza de la matemdtica en secundaria: A. Flores Pefiafiel, J. Lerma
Rico, A. Martinez Cruz, F. Mirabal, Prdcticas de Matemdticas para Segundo de

Secundaria, Comunicaciones del CIMAT, Guanajuato, México, 1987.
31. ]. Hieber, Op. cit.
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tad. Lo que al parecer les ayudé a superar los obstaculos fue el re-
construir la secuencia de los pasos sefialados como indispensables
por Hieber para dotar de sentido a las expresiones simbélicas. El
material consiste en unas fichas de colores en las que se tiene es-
crito un nimero o literal: solo se manejan dos nimeros, el 1y el -1
representado por fichas pequefias de color blanco y negro, respec-
tivamente; las literales X y Y se representan mediante fichas un
poco mayores a las de los ndmeros, con colores diferentes para cada
una y sus respectivos valores negativos, representados con fichas
del mismo tamaiio pero de color diferente.

Mostraremos a manera de ejemplo dos casos; en primer lugar el
de una alumna que pudo superar las dificultades al ayudarle a
comprender el sentido de las convenciones de notacién con base en
los principios de asociatividad, conmutatividad y distributividad;
el segundo caso corresponde a otra alumna que sélo hasta que en-
frent6 de manera concreta las expresiones pudo resolverlas.

Alumna 1

Al analizar los resultados a la prueba escrita de esta alumna, en-
contramos que manejé con coherencia los principios y reglas de la
aritmética y del dlgebra con expresiones sencillas; tuvo dificultades
con los problemas que implican un conocimiento méds amplio de
igualdad y de variable; no reconocié las propiedades basicas de la
suma y la multiplicacién en expresiones que incluyen nimeros y
literales, aunque si demostré dominio en aquéllas que presentan
tinicamente literales; su comprensién de las letras parecia equiva-
lente al uso de incégnitas especificas.

Sin embargo, esta alumna enfrenté algunas dificultades con el
manejo de expresiones alfanuméricas durante la primera parte de
la entrevista, las que en un primer intento no pudo resolver. Esto
se presentd con las expresiones alfanuméricas que tenfan que sim-
plificarse y que mostramos anteriormente; contesté erréneamente
todos estos reactivos, por lo general procedié haciendo sumas con
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los niimeros y agregando las literales a la suma; su dificultad mayor
se presenté con el manejo de los paréntesis y la concatenacién.
Esto fue lo que acontecié:

Al: Alumna 1.
E: Entrevistador.

E: (Muestra una tarjeta con el reactivo 2, donde se solicita sim-
plificar la expresién 2a+5b).

Al: (La observa y escribe: 7ab).

E: -Aj4, ;y aqui qué fue lo que hiciste?

Al: -Pues sumé estos dos (refiriéndose a los nimeros), y les su-
me éstas (refiriéndose a las literales), pero al sumarlas, quedan
juntas, pero queda primero a y después b.

E: -;Puede quedarte 7ba?

Al: -Si, también puede quedar.

E: -;Si? ;entonces cudl es la diferencia entre estas dos?

(le muestra las tarjetas con las expresiones 2a+5a y 2a+5b).
Al: -Umm ...

E: -;Ninguna? bueno, nada mas la letra.

Al: -Si.

E: -Entonces, vamos a ver, jésta c6mo quedaria?

(le muestra la tarjeta con la expresién a simplificar: (a+b)+a ).
Al: (Escribe: a*+ba).

E: -;Qué fue lo que hiciste?

Al: -Pues multipliqué a por a y b por a.

E: ;Estds segura que te pide una multiplicacién?

Al: -jAy Dios!, (mira la tarjeta), umm ..., (escribe y va diciendo: a*+b).
E: -Ya no estds multiplicando, ;verdad?, a ver esta otra

(le entrega la tarjeta con la expresién a simplificar: 2a+5b+a).
Al: (La observa y escribe: 7ab).

E: -A ver, esta otra (le entrega la tarjeta con la expresién a sim-

plificar: (a-b)+b ).
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Al: (Escribe después de observar la tarjeta: (a-b) ).
E: -;Aquf c6émo le hiciste?

Al: -No sé.

E: (Sonrie).

Al: -Es que no, jno se multiplica b por ... es que no,
no le entiendo.

E: -;No has visto (en la escuela) ejercicios de éstos?
Al: -Es que més bien se me dificulta un poco.

Posteriormente se le pidié a la alumna que resolviera reactivos
similares a los anteriores, en los que se hacfa uso de niimeros y li-
terales, para ver si en otro contexto, era capaz de manejar las lite-
rales. Resolvié correctamente todos esos reactivos, lo que nos hizo
suponer que si reconocfa a las literales incluso como variables, que
tenia ademds una nocién clara de lo que es la igualdad condicio-
nada, por lo que el problema subyacente en el manejo inadecuado
de los paréntesis y la concatenacién parecia radicar en el no reco-
nocer las propiedades de la suma y la multiplicacién. Por lo tanto,
se le pidi6 que identificara las propiedades asociativa y conmutati-
va de la suma y la multiplicacién y la propiedad distributiva de la
multiplicacién con respecto a la suma; se le mostraron ejemplos de
las propiedades para que dijera si eran verdaderos o no:

(a+b)+c = a+(b+c) asociatividad de la suma

a+h = b+a conmutatividad de la suma

(ab)ec = a(be) asociatividad de la multiplicacién

ab =ba conmutatividad de la multiplicacién

a(b+c) = ab + ac distributividad de la multiplicacién
respecto a la suma

(b+c)a = ba + ca “ “ “ “

a(b-c) = ab - ac “ “ « «

(b-c)a = ba - ca “ “ “ &
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Dio respuestas acertadas en todos los casos, aunque con algunas
tuvo que hacer una sustitucién de las literales con niimeros para
verificarlas. Después de este “repaso”, se le volvieron a presentar
los reactivos 2,3, 4y 5y resolvié rapida y correctamente los tres
primeros. Con el reactivo 5 se enfrent6 con la dificultad de un nd-
mero negativo, la cual quiso sortear recurriendo a la regla de los
signos sin lograr éxito:

Al: Alumna 1.

E: Entrevistador.

E: (Le presenta la tarjeta con el reactivo 5, simplificar:
(a-b)+b).
Al: (Escribe: a-2b).
E: - El paréntesis nos est4 indicando que primero hay que hacer lo
de aqui adentro. En este caso como nada ms estds sumando todos
los miembros, con la propiedad asociativa puedes cambiar el...
Al: - la suma...
E: - no, el paréntesis, o bien, puedes quitarlo. Y si encierras en
el paréntesis a las b, ;c6mo quedaria?
Al: (escribe: a+(-b+b)

a+(-2b)
E: -;Por qué?
Al: - Aqui quedarfa asi porque aqui es una suma y pues, o sea,
todo es una suma.
E: - Aja.
Al: - Entonces aqui a se tiene que sumar con las dos b y queda-
ria asi, -b +b.
E: - Aj4, y si ésta la simplificas, ;c6mo quedarfa?
Al: (Escribe: a+b).
E: - En este caso, aqui ;qué estas sumando?
Al: - Las dos b.

E: - Aj4, ;aunque sumes una negativa y una positiva?
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Al: - O sea, la ley de los signos es: menos por més da menos, o
més por menos da menos, si fueran las dos negativas daba nega-
tivo, y si fueran las dos positivas, da positivo.

E: -; Aunque esté sumando y no multiplicando? porque la ley de
los signos es...

Al: - para multiplicar.

E: - Aja.

Al: - Entonces quedaria a.

E: - S, por qué?

Al: - No sé, es que no le entiendo.

Se le presentaron nuevamente todas las expresiones, pero ahora con
el material manipulable, para saber si era consistente en sus respues-
tas y ver si era posible que superara la dificultad con los nimeros
negativos. Comprendié rdpido la forma de representar las expresio-
nes con las fichas y resolvié acertadamente las expresiones 1, 2, 3,
4,7,8,9. También resolvi las expresiones 5y 6, pero tuvo dificul-
tades con el manejo del signo “-” que afectaba lo que se encontraba
dentro del paréntesis; aunque con el material manipulable se hace
mds explicita la propiedad asociativa y por tanto se facilita la sim-
plificacién de las expresiones aunque incluyan nimeros negativos,
su problema parece ser que se resiste a dejar de usar la regla de los
signos, como si las expresiones fueran multiplicaciones:

Al: Alumna 1.

E: Entrevistador.

E: (Le entrega una tarjeta con el reactivo 6 con la expresién a
simplificar: 3a-(b+a) ).
Al: (Representa con fichas de esta manera)

X

% -y X

%
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E: - Esta jc6mo quedarfa?
Al: (Mueve las fichas y las deja asi)

X

x -y

X

X
E: 4a-b, nada mas que aqui, hay una complicacién que puede
pasar desapercibida; con los paréntesis estds encerrando una expre-
si6n, y lo que pasa es que te estd indicando que todo lo que estd
dentro se lo vas a restar a 3a, por que si no tuviera el parénte-
sis, nada més le restarfas la b , pero aquf como te lo esta encer-
rando en el paréntesis, todo lo que estd adentro se lo restas a 3a.
Al: - jAh!, entonces serfa (manipula fichas)

X

X

X
E: -A ver, vamos a poner la expresién (manipula las fichas)

x

X y X

X
(representa la expresién asf)

X sucede que estas dos (y , x) las vas a res-

X -y -x tar, entonces hay que poner las fichas co-
% rrespondientes, con nimeros negativos.
;ésta cémo te quedarfa?
Al: (Dice: 3a-b-a ).
E: - Aj4, ;y si simplificas?
Al: (Manipula las fichas y deja la expresién de esta manera)

X

X -y

X
E: - Aj4, nada mas eliminaste la x negativa, ;por fea?
Al: - Es que, joh!, sino también se le puede restar una x
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(representa asf la expresién)
X -y X
X
E: - Pero ;por qué se la restas a una x?
Al: - Porque ya no hay b, joh!, se puede quitar ésta: (manipula
de nuevo las fichas)

E: - No, vamos a ver ahorita con calma.

X

X y %

X
- te est4n diciendo: a esto (3x), quiero que le quites esto otro (y,
x), 0 sea, aquf te lo ponen positivo (le sefiala lo que estd dentro
del paréntesis), pero aqui con los signos te estén diciendo que
quieren que lo restes, entonces a 3a le vas a restar b y a, enton-
ces sl le quitaras el paréntesis, esto (lo que est4 dentro del pa-
réntesis) se representaria con una -b y una -a (lo representa con

las fichas)

Al: - Quedarfa 3a-b-a

E: - Aja, si le quitas el paréntesis.

Al: - Aja.

E: - Ahora la puedes simplificar, pero a la y no la puedes sim-
plificar, esa se queda como esta.

Al: - St

E: - Pero las x con las x si las puedes agrupar, pero como una es
negativa...

Al: - Se eliminan

E: - Se anula una ;verdad?, entonces tu resultado cuél serfa.
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Al: - Umm, 2a-b (representa con las fichas)

X -y
X

Se pudo comprobar que las dificultades de esta alumna no eran tan
grandes como se pensé en un primer momento pues demostré tener
una idea muy clara y consistente del sentido ampliado de la igual-
dad y de la nocién de variable. Enfrent6 algunas dificultades al no
recordar las propiedades asociativa, conmutativa y distributiva, pero
luego de hacerle un breve recordatorio de éstas, las pudo aplicar con
facilidad y resolver los problemas que requerfa de su comprensién.
El problema que se tardé mds en superar fue el manejo del signo
“.”, pues tuvo dificultad para identificar cudndo era una propiedad
o atributo de las expresiones contenidas en un paréntesis y cudndo
un operador. Para tratar de superar esto recurrié a la regla de los
signos, la cual aplicé de manera descontextualizada, y como si fuera

una regla infalible.

Alumna 2

En general, present6 un dominio de los aspectos aritméticos y geo-
métricos basicos. Por sus respuestas a los reactivos alfanuméricos,
nos dio la impresién de que practicamente desconocfa todas las
convenciones de notacién del lgebra. No reconocié las propieda-
des asociativa y conmutativa, lo que nos hizo suponer que incluso
su comprensién aritmética era limitada. Aparentemente no tenfa
consolidada la nocién de ecuacién.

En cuanto a las expresiones a simplificar, pudo contestar las
més sencillas, pero en las méds complejas procedié haciendo agru-
paciones y conteos, o bien, recurriendo a la aplicacién fuera de
contexto de la regla de los signos:

A2: Alumna 2.
E: Entrevistador
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E: - Resuelve esta otra (entrega tarjeta con reactivo 5 donde le
piden simplificar la expresién (a-b)+b ).

A2: (Escribe: a-2b).

E: -;Sumaste?

A2: - Para no poner dos veces la b, serfa a-2b.

E: -¢Y esta otra? (entrega tarjeta con reactivo 7 para simplificar
la expresién a+4+a-4 ).

A2: - Dos a, més cuatro menos cuatro.

E: -A ver, escribela.

A2: (Escribe: 2a+4-4).

E: -;Crees que se pueda simplificar mds?

A2: - Si serfa ... (escribe: 4-4+2a ).

E: - No, te estoy pidiendo mas bien simplificacién.

A2: - Si, si, serfa ...

(escribe: -8+2a ).

E: - Aj4, pero por qué -8.

A2: - Porque entre los dos cuatros hay un menos, y entre éstos y
el dos un més, y mds por menos es igual a menos, jno? ya se me
olvidé también eso.

E: (Da tarjeta con reactivo 8, simplificar: 3a-b+a).

A2: - Serfa cuatro a menos b.

E: - ;Serfa igual que esta otra? (le muestra tarjeta del reactivo 6:
simplificar 3a-(b+a)). Esta tampoco la escribiste pero dijiste
cuatro @ menos b.

A2: - Cuatro @ menos b, es la misma ;jno?, tres a y a, igual a
cuatro @ menos b, es la misma.

E: ;Y el paréntesis sale sobrando?

A2: - Si.

E: - Bueno, ahora vas a ver otra (le presenta una tarjeta con reac-
tivo 9, simplificar: (a+b)+(a-b) ).
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A2: - Seria dos @ més dos b, mds por menos igual a mas ;no?,
dos a més dos b.

E: -;Si?

A2: - Dos a.

A esta alumna le resultaron ms entendibles las expresiones a sim-
plificar con el apoyo del material manipulable, de tal suerte que pudo
resolverlas todas, aunque algunas le costaron més trabajo:

A2: Alumna 2.

E: Entrevistador

E: - Vamos a ver esta otra (reactivo 7, simplificar a+4+a-4).
A2: (acomoda las fichas: X 'Y X Y)
E: - Aj4, c6mo la simplificarfas, a ver, espérate, no, ffjate bien
como estd la expresion.
A2: (S6lo mueve las mismas fichas déndoles otro orden)
YXYX
E: -;Cémo dice?
A2: -y, %y, x
E: - No, aqui (le sefiala la tarjeta).
A2: -jAh!, aqui, ¢ mds cuatro, mds a ... jah! es... (cambia una
ficha) X Y X -Y
E: ;Y cémo quedarfa?
A2: - Simplificada (mueve las fichas) X Y-Y

X
E: - Se puede simplificar més.
A2: (Quita dos fichas, y deja la expresién) X

X

E: - Aj4, dos X, el procedimiento es el correcto, nada més que
aqui no es letra, es nimero, jc6mo representarias este cuatro?
(se refiere a la expresion: a+4+a-4).
A2: - No.
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E: - Lo puedes poner con numeritos.
A2: - No.
E: -;Por qué no?
A2: - Con el uno lo puedo representar)
E: -;Con el uno? a ver...
A2: (Coloca fichas para representar:
X+1X+1
E: - Nada més que fijate bien como esta.
A2: - Es asi (cambia una ficha y deja la expresién)
X+1X-1
E: -4Cémo quedarfa simplificada?
A2: (Quita las fijas que representan +1 y -1,y deja la expre-
sién) X X
E: - Aj4, de cualquier forma quedan dos X, nada més que sigue
pasando un detalle, es: a més cuatro, mds, @ menos cuatro (con
las fichas hace la representacién de la expresién)
X +1+1 X -11
+1+1 -1-1
E: -;Esto c6mo que quedaria?
A2: - Ast (quita las fichas de los +1 y los -1): X
X

E: - De cualquier forma te da el mismo resultado.

Aunque el diagnéstico inicial no fue muy favorable y sus res-
puestas iniciales en la entrevista lo confirmaron, esta alumna pudo
superar muchas de las dificultades al quedarle més claro el sentido
y funcién de las convenciones de notacién como la concatenacién
y los paréntesis. Lo que al parecer le ayudé a superar esta situacién
fue su comprensién de las letras, a las cuales por lo menos en mo-
mentos reconocfa que podian asumir un valor, lo cual se consolidé
al usar el material manipulable, que al parecer le explicité y/o re-
forzé esta nocion y ademds le esclarecié el mecanismo de las ope-

raciones alfanuméricas.
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VALORACION GENERAL DE LOS RESULTADOS

Haciendo un balance de los datos presentados, tenemos que en su
mayorfa: :

1) Los alumnos recurren a estrategias primitivas como la suma
con niimeros enteros e incluso a estrategias intuitivas basadas en
agrupaciones y conteo de elementos. Son pocos los que utilizan los
métodos formales del algebra.

2) Hay una alta proporcién de alumnos que no son capaces de
manejar los simbolismos m4s elementales del 4lgebra, como el uso
de literales, paréntesis, exponentes y los simbolos que experimen-
tan una extensién de su significado como el signo de igualdad, los
sfmbolos “+ y -” y la concatenacién, ademds, casi no se presenta la
aceptacién de la “falta de cierre”.

3) Es particularmente notoria la confusién con la concatenacién,
pues en principio no se le reconoce como multiplicacién y se le usa
en diferentes sentidos: para agrupar elementos, para simbolizar un
conteo o una suma. La gran cantidad de casos de sobreconteo aso-
ciado al manejo inadecuado de la concatenacién, hacen suponer
que los alumnos intentan hacer algo més que una suma o multipli-
cacién y que recurren a reglas inventadas por ellos o derivadas de al-
gtin procedimiento mal comprendido. Podemos afirmar que los alum-
nos reconocen que el dlgebra es algo diferente a la aritmética, pero no
saben bien a bien qué es el dlgebra, para qué sirve, dénde se apli-
ca, y c6mo se realiza. '

4) Una gran cantidad de alumnos pretenden resolver los proble-
mas algebraicos agrupando fisicamente las literales y los niimeros,
como si agruparan objetos fisicos; curiosamente no utilizan los
paréntesis, siendo que éstos tienen por finalidad agrupar elemen-
tos e indicar el orden de las operaciones a realizar. De cualquier
forma, a pesar de lo extravagante que puedan parecer los errores,
la intuicién bésica de los alumnos parece aproximarse a la idea
algebraica.
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5) La presencia simultanea de varios errores en una sola respues-
ta parece ser reflejo de una comprensién asistematica del algebra
y de los principios bésicos del aritmética.

6) En algunos reactivos se present6 una gran variedad de errores
(todos los porcentajes de “inclasificables”), pero en general hay
una tendencia a cometer ciertos errores tipicos; hay una coincidencia
en las reglas y rutinas erréneas. Varios alumnos muestran patrones
de error muy sistematicos, pero en ocasiones los errores parecen
respuestas azarosas.

Si vemos estos resultados desde la perspectiva de la teorfa de
Resnick, Cauxinille-Marmeche y Mathieu® presentada anterior-
mente, podemos suponer que de las tres fuentes de significados del
&lgebra sefialados por esta autora, es el mundo de los nimeros y
sus operaciones el que estd dando algin sentido a los intentos de
una gran proporcién de los alumnos de la muestra. Sin embargo,
estos estudiantes no parecen ser muy conscientes de los principios
aritméticos bdsicos implicitos en las operaciones aritméticas y mu-
cho menos en su aplicacién a expresiones y transformaciones del
&lgebra elemental (entendida como aritmética generalizada). Estos
principios a los que se hace referencia son los ya mencionados de:
a) irrelevancia del orden en la adicién; b) relevancia del orden en
la substraccién; ¢) composicién de cantidades dentro de parénte-
sis; y d) composicién de transformaciones.

Analizando los mismos resultados desde la perspectiva teérica
de Hieber,” se puede afirmar tentativamente que la mayoria de los
alumnos no han transitado por los cinco procesos que sefiala este
autor, pero con respecto a los contenidos aritméticos; esto quiere
decir que atin no consolidan su comprensién aritmética y ya estdn
iniciando el intento de construccién de su comprensién algebraica.

32. Resnick, Cauxinille-Marmeche y Mathieu, Op. cit.
33. ]. Hieber, Op.cit.
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Algunos autores como Rojano* y Gallardo y Rojano,” consideran
que la predlgebra ayuda a los alumnos a explicitar los principios
aritméticos y a consolidar su comprensién del aritmética, pero por
los resultados obtenidos, podemos suponer que las lecciones ini-
ciales del 4lgebra a estos muchachos, no se han orientado de esa
forma, sino que al parecer se han centrado en los aspectos formales
de la misma.*

CONCLUSIONES

La explicacién que aportan Resnick, Cauxinille-Marmeche y Ma-
thieu” sobre las fuentes del significado de las expresiones algebrai-
cas resulté ser muy fructifera en el andlisis de nuestros resultados
y ofrece interesantes perspectivas para futuros trabajos; las situa-
ciones cotidianas en las que se involucran cantidades y relaciones
son tantas y tan variadas, e impregnan el dmbito extraescolar con
tal fuerza, que consideramos que deben ser més exploradas. Ade-
mads hay que tomar en cuenta que en muchas dreas del contexto es-
colar se hacen aplicaciones de esta ciencia, como por ejemplo en
la fisica, la quimica, la geograffa, el dibujo, por mencionar sélo
unas pocas, aunque las interconexiones que existen entre la mate-
matica y todas las demds éreas del conocimiento, por lo general no
son explicitamente mostradas a los alumnos. @

34. T Rojano, Op.cit.

35. T. Gallardo y Rojano, Op.cit.

36. El estudio se realizé con alumnos que atin cursaban la secundaria siguiendo los
Planes y Programas de la SEP de 1974. En los Planes y Programas vigentes a partir
de 1993 se introduce el dlgebra en el primer grado de secundaria como prealgebra o
aritmética generalizada, con la intencién de aminorar los excesos de la formalizacién
con que se venia ensefiando el dlgebra.

37. Resnick, Cauxinille-Marmeche y Mathieu, Op.cit.

SZlCALEIDOSCOPIO



